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длементарная творя вфроятноетей, 


|. ВЪроятность. 


О теор вЪроятностей часто говорятъ, но рЗдко 
знаютъ что либо, кромВ8 неопредВленнаго пред- 
ставлешя, заимствованнаго изъ обыденкой жизни. 
Каждый знаетъ, что вЪроятность выиграть 
200.000, купивъ выигрышный билетъ, очень мала. 
Каждому ясно, что если въ лоттереЪ на 1.000 
рублевыхъ билетовъ одинъ выигрышный въ 100 
рублей, а остальные — проигрышные, то взроят- 
ность выиграть сто рублей не велика. Не трудно 
также понять, что всякая лоттерея, доставляя’ 
выигрыштъ немногимъ лицамъ, раззорительна для 
общества, разсматриваемаго какъ цЪлое. Чтобы 
убЪдиться въ этомт, стоитъ себЪ представить 
нзкоторое юридическое лицо, т. е. общество, свя- 
занное изв$стными общими интересами и обяза- 
тельствами. Пусть это лицо, напр. цзлая артель, 
желая непремнно выиграть, купитъ вс билеты: 
тогда, въ нашемъ примЪрЪ, артель навЪрное 
выиграетъ 100 рублей, но за то навЪрное затра- 
титъ на этотъ выигрышъ 1.000 р. на покупку 
билетовъ. Результатъ ясенъ. Этоть примЪфръ 
иллюстрируетъ характеръ всякой азартной игры. 
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Учеше о вЪроятностяхъ, въ началЪ своего 
возникновешя, было, по преимуществу, теорей 
ззартныхъ игръ, и ради удобства, все еще при- 
бЪгаютъ къ прим ру игральныхъ костей, колоды 
картъ и т. п. Было бы, однако, большою ошибкою 
считать теорю вфроятностей простымъ матема- 
тическимъ развлечешемъ, и крайне печально, что 
вн узкаго круга спец1алистовъ, истины, добы- 
тыя этой теорей, часто остаются неизвЪстными. 

Прим$ромъ можетъ служить современная 610- 
лог1я, съ ея’ основнымъ принципомъ, дарвинов- 
скимъ учешемъ естественнаго подбора. Ученще 
это, отводящее очень широкое мЪсто такъ наз. 
случайнымъ варащямъ, казалось, открыло новое 
обширное поле для примнешя теори вЗроятно- 
стей... НЪкоторыя попытки въ этомъ родЪ были 
сдЪланы, но, къ сожалЪн1ю, он не принадлежать 
къ числу удачныхъ. Такъ напр. Дельбефъ вообра- 
жалъ, что нашелъ одинъ весьма оби математи- 
ческй законъ, служащ опорою для теори под- 
бора, но, при ближайшемъ изслВдовани, законъ 
этотъ оказался ложнымъ 1). 

Отчасти сами математики повинны въ томъ, 
что теоря вЗроятностей далеко не пользуется 
всеобщимъ кредитомъ. Лапласъ и друпе матема- 
тики первой величины, въ пылу увлечен1я теорей, 
навязали ей чуть ли не свойство всевздВя. Уче- 


1) Объ этомъ р$чь будетъ впосл$дстви. Здфеь замЗчу, 
что проф. Тимирязевъ ссылался на этотъ „законъ“ въ сво- 
ей полемик$ съ Данилевскимъ и кажется, до сихъ поръ 
убЪжденъ въ его истинности. За исключен1емъ этого мни- 
маго закона, наши дарвинисты такъ же мало занимались 
теорлей вфроятностей, какъ и наши антидарвинисты, и 
трудно сказать, что менфе убфдительно — доводы ли Дани- 
левскаго относительно ленестковъ сирени или возражен1я, 
противупоставленныя этому примфру проф. Тимирязевымъ. 
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ше, которое въ основ должно опираться на 
опытъ и внф опыта теряетъ всяк! смыслъ, было 
превращено во всемогущее оруде, дЗлающее 
опытъ излишнимъ. Математики вФрили своимъ 
формуламъ боле, чВмъ глазамъ. Такъ Лапласъ 
объявилъ, съ авторитетомъ, не допускающимъ 
возраженй, что ‘в$роятность утвержденя, припи- 
сывающаго Юпитеру массу, равную го массы 


солнца, настолько велика, что можно поставить 
999.308 франковъ противъ 1, въ пользу мнЗШя, 
что ошибка не превышаетъ одного процента. 
Жаль, что онъ не поставилъ такой суммы на, са- 
момъ дВлЪ: ближайшее будущее показало, что за, 
защищаемое Лапласомъ мнзшШе не стоило поста, 
вить даже и гроша. Весь секретъ въ томъ, что 
нельзя вычислять вЗроятной величины ошибки, не 
убЪдившись въ томъ, что методы наблюдевя до- 
статочно точны и, вообще, что нзтъ какого либо 
постояннаго источника ошибокъ, вродЪ не при- 
нятыхъ во вниман!е возмущенй. 


Съ другой стороны, спещалисты-математики 
сдЪлали очень немногое для популяризации теори 
вфроятностей. Существуютъ, правда, «элементар- 
ные» трактаты Лакруа, Лорана. Бертрана, Мейера- 
Чубера, Ермакова, но элементарность—понят!е 
условное. Большинство читателей (даже спещали- 
стовъ, но не математиковъ) пугаются одного 
каббалистическаго знака, выражающаго дЪйстые 
интегрирован!я; поэтому, для огромнаго большин- 
‘ства тзхъ, которые желали бы воспользоваться 
главными методами и результатами теори вЪроят- 
ностей, перечисленныя руководства не годятся; 
а между тЪмъ есть возможность изложить глав- 
ныя основан1я теори вЪроятностей, не выходя изъ 

]* 


4. 
границъ математическихъ знай, пр1обрВтаемыхъ 
въ каждой средней шкод%. 


Въ математик, подъ словомъ въроятность 
подразумВ вается отношене числа, случаевъ, благо- 
праятныхъ данному событ!ю, къ общему числу воз- 
можныхъ случаевъ. Отсюда уже ясно, что вЪро- 
ятность всегда выражается нЪфкоторою правиль- 
ною дробью, такъ какъ часть случаевъ меньше, 
чВмъ вс случаи. ПредЪльная величина вЪроят- 
ности получится, когда вс случаи благопрятны 
событ!ю: тогда событ!е произойдетъ навЪрное, т.е. 
вЪроятность равная 1 есть достовЪрность. Пусть 
дана игральная кость, имфющая видъ куба, на 
граняхъ котораго имЗемъ 1,2, 3 ит. д. доб 
очковъ включительно. Какова вЪроятность вы- 
бросить 4 очка? ВсЪхъ случаевъ 6, изъ нихъ 
одинъ даетъ 4 очка, стало быть вЪроятность 


1 Ф 
равна --. ВЪЗроятность. того, что событе не слу 


чится, называется противув роятностью.Такъкакъ 
событе непремЪнно случится или не случится, то 
сумма вЪфроятности и противув®роятности рав- 
на достовЪрности, т. е. 1. Въ нашемъ прим$рз 
противувЪроятность или вЪроятность того, что вы- 
падетъ какое угодно число очковъ, только не 4, 


равна > ‚и дЪйствительно въ пользу ея имфемъ 5 


случаевъ изъ 6. Необходимо съ самаго начала, 
подчеркнуть, что опредЗленше вЪроятности имфетъ 
смысль лишь при допущени, что вс% случаи равно 
возможны. Многя грубыя ошибки являются по- 
слВдетнемъ забвен!я этого услошя. Такъ, если 
въ данной семьВ изъ 8 человЪкъ 1 грудной мла- 
денецъ, 1 столВтнЙ старикъ, а 6 большая дЪти 
и взрослые въ цвЪтЪ лЪтъ, то было бы странне 
утверждать, что вФроятность встрЪтить любого 
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изъ числа членовъ этой семьи на, велосипед для 
всВхъ одинакова. Если въ мшокъ положена, одна 
бомба, и десять маковыхъ зеренъ, то вЪроятность 
схватить на удачу зерно или бомбу далеко не одна 
и та же. 


Если мы, однако, знаемъ, что вс разсматри- 
ваемые случаи однородны (точнЪе было бы сказаль: 
приближаются къ математической одинаковости), 
то вычислее вЪроятности приводитъ къ двумъ 
главнымъ опредВлешямъ: 1) общаго числа слу- 
чаевъ, возможныхъ по условямъ задачи; 2) числа, 
случаевъ, благопрятныхъ данному событ!ю. 

Возьмемъ напр. правильную четырехгранную 
пирамиду (тетраэдръ) и обозначимъ его грани 
буквами а, 6, с, 4. ВЪроятность, чтобы брошенный 
на удачу тетраэдръ упалъ на полъ гранью & внизЪъ, 


равна 


4 х 
Спрашивается теперь: какъ велика вЪроятность, 
чтобы, при двукратномъ бросани, тетраэдръ упалъ 
оба, раза одною и тою же гранью, напр. гранью 
5? На каждый изъ 4 возможныхъ случаевъ пер- 
ваго бросаня, т.е. на, а, 6, с, 4 придется по 4 ‘слу- 
чая второго бросашя. Такъ, если въ первый разъ 
тетраэдръ упалъ гранью @, то во второй разъ 
можетъ упасть любою изъ граней а, 6, с, а. Всего 
поэтому получимъ для двухъ бросавшй 16 группъ. 


аа а ас а4 
ра 66 0с 64 
са 66 сс са 
Ча 96 а @а4 


Изъ 16 возможныхъ случаевъ лишь 1 даетъ 
6, поэтому искомая вЗроятность, чтобыт тераэдръ 


1 
упалъ два раза подъ рядъ гранью 6, равна, с. 


ВЪроятность, чтобы тетраэдръ упалъ одинъ 
разъ гранью @а, другой разъ гранью 6 65 какомь 


1 
уаодно порядкъ, равна, 5, потому что здЪсь на 16 


всЪхъ случаевъ имЗемъ 2 благопрятныхъ а6 и фа. 

Вообще, вФроятность получить изъ числа п 
буквъ, взявъ каждый разъ по одной буквЪ на- 
удачу, группу изъ к одинаковыхъ буквъ, будетъ 


равна —. Пусть напр. на окружности колеса, напи- 


ПЕ 
саны, въ равныхъ разстояяхъ между собою, четы- 
ре буквы а, 6, с, 4,; вралщаемъколесо нЪсколько разъ 
наудачу, не считая оборотовъ и, по возможности, 
большое число разъ, затЪмъ смотримъ, какая 
буква оказалась слЪва и сверху; вЪроятность 


того, что это буква а равна -;-. ВЪроятность, что 
. 1 1 

то-жеповторится привторомъ опыт равна РН 

Е } 


вЪроятность получить букву 4 въ третйй разъ, т.е. 

ОВ 
получить группу ааа будетъ —„ — а ИТ. д. ДЪЙ- 
ствительно, на каждый изъ и случаевъ перваго 
опыта приходится по п случаевъ второго опыта; 
получается 7’ случаевъ; на каждый изъ нихъ 
приходится по ия случаевъ третьяго опыта; полу- 
чается 7* случаевъ и т. д., и изъ нихъ всяюй разъ 
въ пользу такихъ группъ, какъ аа, ааа и т. д., 
есть лишь одинъ случай. 


Р$.шимъ задачу, лишь немногимъ болЪе слож- 
ную. Какова вЪроятность получить посредствомъ 
двухъ игральныхъ костей, которыя обозначимъ 
Ти П, сумму очковъ, равную 7? 

ВеВхъ случаевъ будетъ 62=36; изъ нихъ въ 
пользу группъ, дающихъ 7 очковъ, будутъ случаи 
6+1, 52, 4-3 всего 3 случая, и также 3 об- 


— 
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ратныхъ 1-6, 2+5, 3+4 (такъ какъ не опре- 
дфлено, должна ли напр. кость [Г дать 6 очковъ 
или 1 очко). Итого 6 случаевъ въ пользу события. 


ВЗроятность равна, ак. — г 


"Та, же задача, для суммы очковъ, равной 8. дастъ 
меньшую вФроятность, такъ какъ здфсь имемъ 
случаи 6 +2, 5 -Зи 4-4, изъ которыхъ только 
два первые имЪютъ обратные 2 -- 6, 3-5 всего 
[9 
86° 

Если исключить нфкоторыя попытки Галилея и 
еще боле древнихъ мыслителей, то теоря вЪро- 
ятностей ведетъ начало отъ Паскаля и Фермата. 

Кавалеръ де- Мере, страстный игрокъ, но пло- 
хой математикъ, предложилъ Паскалю н$сколько 
задачтъ, относящихся къ игр въ кости. Вотъ одна 
ИЗЪ НИХЪ: ` 


Бросимъ игральную кость 4 раза подъ рядъ. 
Опытъ показалъ кавалеру де-Мере, что при 4 бро- 
самяхъ выгодно биться объ закладъ, что хотя 
одинъ разъ получимъ 6 очковъ. 


Бросимъ теперь дв игральныя кости. ЗдЪсь 
всего будеть 36 случаевъ, потому что каждая 
грань кости [ можетъ выпасть съ любою гранью 
кости П. Сколько разъ надо бросить кость, чтобы 
было выгодно биться объ закладъ въ пользу такъ 
наз. зоппег, т. е. комбинащши 6 -- 6 очковъ? 

Кавалеръ де-Мере, не будучи математикомъ, 
разсуждалъ, какъ часто разсуждаютъ ученики при 
р8шени задачъ: онъ выхватилъь первыя попав- 
пияся данныя задачи и изъ нихъ составилъ про- 
порщю. Кавалеръ разсуждалъ такъ: для двухъ 
костей число случаевъ въ 6 разъ больше, чЪмъ для 
одной кости; стало быть и число парт!й, позволяю - 


5 случаевъ. ВЗроятность равна 


ь 


щихъ биться объ закладъ въ пользу 6 Х 2 очковъ на 
2 костяхъ. должно быть въ шесть разъ болЪе 
числа парт, позволяющихъ биться объ закладъ 
въ пользу 6 очковъ на одной кости. Получается 
4 ж6 = 24 парти. Увы! Опытъ показалъ кавахеру, 
что ариеметика никуда не годится. Попробовавъ 
‚ биться объ закладъ на зоипмег въ 24 парти, онъ 
чаще проигрывалъ, чЗмъ выигрывалъ. 

ДЪло объясняется просто: составленная кава- 
леромъ пропорщя такъ же основательна, какъ если 
бы мы напр. сказали: даны двЪф комнаты, одна 
вдвое большей длины, чЪмъ другая; на, первую 
требуется столько то аршинъ обоевъ, стало быть 
на вторую надо вдвое больше... 

Для одной игральной кости мы имЪемъ 6 воз- 
можныхъ случаевъ при одномъ бросани; при двухъ 
бросаняхъ 62 = 36, при трехъ бросан1яхъ 63 = 216 
и при четырехъ 6* = 1296 возможныхъ случаевъ; 
здЪсь лучше опредЪлить противувЗроятность, чфмЪ 
вЪроятность. Число случаевъ неблаютрулятныхь 
грани съ 6 очками при первомъ бросави, будетъ 5. 
Каждый изъ этихъ случаевъ при второмъ бросанйи 
можетъ соединиться съ любымъ изъ 5 новыхъ не- 
благопрятныхъ случаевъ и т. д. Для 4 бросанй 
число неблагопрятныхъ случаевъбудетъ 54 = 25 Ж 
25 —=625. ПротивувЪ$роятвость для 6 очковъ въ 4 


2 
та Ша половины, стал 
1596 ‚ т. е. меньше поло 0 


быть вЗроятность больше половины. Выгодно биться 
объ закладъ въ пользу 6 очковъ въ 4 парти. 


Разсмотримъ теперь примзръ двухъ костей, 
такъ сильно скандализировавпий кавалера де Мере. 
Для 24 парт при 36 случаевъ въ первой парти, 
изъ которыхъ 35 не въ пользу 30п1е7, получимъ, 
разсуждая по предъидущему, противувФроятность 


парт!и будетъ 
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5 24 
равную (==) ’ Вычислене этой дроби не особенно 


удобно, даже съ помощью логариемовъ, поэтому 
лучше прибфгнуть къ окольному рЬшен!ю; зада- 
димся вопросомъ: во сколько парт вЪроятность 
получить зопиег, т. е. 6 + 6, станетъ точно равною 


1 у ® 
Но! Если такое <исло парт равно я, то противу- 
35 
и равна, (52 6 -); ‚ НО Она также равна, оче- 


видно . Стало быть (5) = или (==). ыы 


Ако уравнене рЪшается, взявъ логариемы 
36 
обЪфихъ частей, откуда п 105 35 = 05 2 и по таб- 


лицамъ легко найти, что п= приблизительно 24,605, 
т. е. болъе 24. Итакъ, для того, чтобы получить 
противувЪроятность, а стало быть и вЪроятность, 


точно равную ——, надо сыграть боле 24 партйй, и 
5 
легко убздиться изъ свойствъ дроби (с =) что 


противувЪ$роятность уменьшается, а вЗроятность 
увеличивается по мфр3Ъ увеличен!я числа парт. 
При 24 же партяхъ вфроятность менъе проти- 
вувЗроятности 1). 


') Мы могли бы р$Ьшить точно такъ-же и предыдущий 
ли 
примфръ. Уравневле [в — -5_ для одной кости дало-бы 
105 2 0.30103 р 
п — Тор 12 —105 10 0.07918. или немногимъ боле 
|) ) 
3. 8, т. е. при 3 бросатяхъ вфроятность получить 6 менфе 


1 . р 1 
-э ‚ а при 4 бросан1яхъ она боле о › етало быть долъе 
противув$ролтности. 


5 10 зы 


П. 


Въ числВ задачъ, предложенныхъ кавалером 
де Мере Паскалю, были и такя, въ которыхъ 
кавалеръ даже не видЪлъ, съ чего слФдуетъ 
начать. Одна съ этихъ задачъ, рьшенная одно- 
временно Паскалемъ и Ферматомъ, знаменита, въ 
истори математики. | 

Предположимъ, что два игрока поставили 
каждый по 32 червонца. По угловю, выиграетъ 
тотъ, кто первый достигнетъ 3 парт. Одинъ 
уже выигралъ двЪ парти, другой только одну. 
ВмВсто того, чтобы продолжать игру, они хотятъ 
разойтись. Спрашивается, какъ раздВлить между 
ними общую ставку, т. е. 64 червонца? 

Паскаль р8шилъ эту задачу чисто ариемети- 
ческимъ путемъ. Онъ разсуждалъ такъ. Если 
игроки не прекратятъ игры, то въ слВдующую 
партю можетъ выиграть первый: въ такомъ 
случаЪ онъ получитъ всз 64 червонца, такъ какъ 
достигнеть 3 выигранныхъ партй. Можетъ, 
однако, случиться—и это столько же вЗроятно, 
какъ и первое предположеше (такъ какъ рЪчь 
идетъ объ азартной игрВ), что выиграетъ второй 
игрокъ. Тогда у обоихъ будетъ по дв парти, 
т. е. шансы станутъ одинаковыми. Выходитъ, по- 
этому, слБдующее: проиграетъ ли первый игрокъ 
слВдующую партю или выиграетъ, во всякомъ 
случа, онъ имфетъ право получить половину 
общей ставки, т. е. 32 червонца, такъ какъ даже 
въ случаЪ проигрыша, ближайшей парти за нимъ 
останется это право. Иное дЪло остальные 32. 
Такъ какъ ‘ближайшую партю можетъ выиграть 
первый, но можетъ выиграть и второй, то эти 32 
надо разд лить поровну. Стало быть, въ случа 


прекращен1я игры, первому надо дать 32—16=48, 
второму 16. 

Это рзшеше просто и наглядно, но обладаетъ 
недостаткомъ всЗхъ ариеметическихь рЪшенй: 
обпий методъ здЪсь недостаточно ясенъ. Фер- 
матъ р»шилъ ту же задачу посредствомъ теор 
сочетанй. Онъ разсуждалъ такъ: положимъ, что 
_первыя двЪ парти выигралъ игрокъ [, третью 
игрокъ Ц. Для четвертой парти имЗемъ два, слу- 
чая: можетъ выиграть [, тогда игра окончится, 
но можетъ, и ЦП, тогда у каждаго по 2 парти, и 
для окончательного результата надо еще одну 
партю. Такъ какъ наибольшее число парт, 
необходимыхъ для окончаюя игры, равно двумъ, 
то допустимъ, что эти двЪ недоигранныя парти 
съиграны, каковъ бы ни былъ ихъ результатъ, и 
назовемъ парт!ю выигранную первымъ а, выиг- 
ранную вторымъ 6. Тогда возможны слфдуюция 
комбинащи: 

аа аб 
фа (0 


Такъ напр. 26 обозначаетъ, что первую не- 
доигранную партю выигралъ игрокъ Т, вторую 
второй, ба обозначаетъь обратный случай, если 
первую выигралъ второй игрокъ, 2-ую первый. 
ИмЗемъ 4 случая; такъ какъ второму игроку не 
хватаетъ еле 06вул5 парт, то для него лишь 
одна комбинащя, именно 65, благопрятна, всЪ 
остальныя неблагопрятны. Поэтому шансы игро- 
ковъ относятся какъ 3: Г и изъ ставки 64 чер- 
вонца надо отдать второму !/4, первому 3/л. 

Не сл$дуетъ думать, что это рфшеше, дан- 
ное Ферматомъ, показалось сразу для всЪхъ 
убЪдительнымъ. ИзвЪстный математикъ Роберваль, 
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хоропий геометръ и изобртатель вЪсовъ, сохра- 
нившихъ его имя, но при этомъ большой педантъ, 
смотр®вшиЙ напр. на Декарта почти какъ на 
мальчишку, пришедшаго къ нему экзаменоваться 
по математикЪ — этотъ самый Роберваль счелъ 
р$шене Фермата неправильнымъ и вотъ на 
какомъ основан. По его словамъ, разъ какой 
либо изъ игроковъ выигралъ, нелЪпо предпоза- 
гать, что игра продолжается епце далЪе. Такъ 
комбинаши аа и а, по Робервалю, не имЪютъ 
смысла, потому что, какъ только первый игрокъ 
выигралъ первую недоигранную парто, онъ выиг- 
ралъ все; стало быть для него достаточно а и 
незачЪмъ добавлять еще а новый выигрышъ или 
р новый проигрышъ перваго игрока. По Робер- 
валю, выходитъ поэтому, что всЪхъ возможнныхъ 
случаевъ будетъ три, а именно а, ба и 66, при- 
чемъ два первыхъ будутъ въ пользу перваго 
игрока, и трей въ пользу второго, поэтому 
ставку надо раздФлить не въ отношении 3: 1, но 
въ отношенми 2:1. Хотя это послБднее ршене 
кажется согласнымъ съ „здравымъ смыеломъ“, 
однако именно оно безсмысленно (1), потому что 
здЪсь забыто основное положеше теор вЪро- 
ятностей: здЪсь разсматриваются, какъ одинако- 
вые, три случая, изъ которыхъ первый вовсе не 
однороденъ со вторымъ и третьимъ, ибо нельзя 
результатъ одной парти сопоставлять съ резуж- 


1) По „здравому смыслу“ можно бы еще р$фшить такъ: 
первому не хватаетъ до выигрыша одной парти, второму 
двухъ. Вооружимся ариеметическимъ „правиломъ товари- 
щества“. разд$лимъ 64 на 3 части и 2 изъ нихъ отдадимъ 
первому, а одну второму, обратно пропорцловально числу 
недостающихъ партй. Р$шен!е выйдеть какъ разъ по Ро- 
бервалю. 
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татами двухъ партй. РЬьшене Роберваля ничЗмъ 
не лучше того, какъ если бы мы складывали 
числителей двухъ дробей съ разными знамена- 
телями. Способъ  Фермата есть  приведене 
разнородныхъ случаевъ (съ развымъ числомъ 
партй) къ одинаковому числу партий. 


ПТ. Ршене общей задачи Паскаля и Фермата. 


Для сокралценя, будемъ пользоваться понятемъ 
символическаго умноженйя 1).. 
Если двЪ буквы а и 6 образуютъ н$Фкоторую 
схему (а 6), то мы будемъ говорить, что схема 
. аа аб 
1) Ба БЬ 
есть произведеше схемы (а 6) на подобную ей 
схему (а 5). Схема 1) составлена изъ (а 6) какъ 
(а 6) изъ единицы. Умножимъ схему 1) еще разъ 
на (а 6). Это значитъ, попросту, приписать сначала 
букву а къ каждой изъ 4 двойныхъ группъ схемы 
1), затЪмъ букву 6 къ каждой изъ тЪхъ же группъ, 
т. е. новая схема составится изъ схемы 1), какъ 
эта послЗдняя изъ единицы. Получимъ схему 


ааа рад 
ааб аб 
>) ада Ба. 
аб [117 


Схема 2) даетъ отвфтъ на слфдующйй вопросъ: 
Два игрока играютъ въ игру, требующую, для 
выигрыша, трехъ партй. Первый игрокъ А (его 
выигрышъ обозначается чрез а) выигралъ уже 


1) Сравн. мою брошюру: Упрощене элементарныхъ 
алгебраич. дЪйствлй. Изд. 2-е. 1586 г. 


2 парти, второй еще не выигралъ ни одной. Какъ 
распредЗлить ставку (какова бы она ни была, лишь 
бы оба игрока поставили поровну) въ случа пре- 
кращен1я игры? 

Второму надо для выигрыша три парти, пер- 
вому только одну. Ясно, что судьба игры р$шится 
не болЪе, ч$мъ въ три парти, такъ какъ если 
брать всевозможныя комбинащи изъ 4 парт, 
этого слишкомъ много для выигрыша даже вто- 
рого игрока. Задача сводится, поэтому, къ со- 
ставленю всевозможныхъ группъ изъ трехъ мно- 
жителей или, какъ мы будемъ говорить для крат- 
кости, всевозможныхъ тройныть группъ, причемъ 
въ каждой групп должны быть лишь буквы @ 
или 6 порознь или обЪ вмЗстЪ. Это можно выра- 
зить короче, сказавъ, что требуется составить 
всевозможныя тройныя зруппы изъ двухь элемен- 
7065. ОтвЗтъ на эту задачу и даетъ схема 2). 

Мы опредЗлили такимъ образом всевозможные 
случаи, числомъ 8. Изъ нихъ только одинъ, а 
именно 6056 благопрятенъ для игрока В, всЪ 
остальные случаи благопрятвы дзя А. Поэтому, 
вЪроятность въ пользу В равна !з, и если ставка 
каждаго игрока составляетъь по 32 червонца, 
т. е. общая ставка 64, то, въ случа прекращен! я 
игры, первому чадо дать 56, второму 8 1). 


1) Паскаль рёшиль и эту задачу чисто ариеметическимъ 
путемъ, -а именно такъ: Если А выигралъь 2 парти, а В 
ни одной, то въ случа выигрыша первымъ еще партии, 
онъ получить все, т. е. 64 червонца. Если выиграетъ вто- 
рой, то у А будеть 2 партии, у В одна; вопросъ нриведется 
КЪ рангше разобранному случаю, когда въ пользу А было 
3\4 шансовъ, а въ пользу В была !4. Поэтому А вправ% 
сказать: выиграю ли я нли проиграю, во всякомъ случаЪ 
я при сл$дующей парт!и буду въ положени, при которомъ 
нав$рное получу 3|4 всей суммы, если игру затЪмъ пре- 
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Не трудно рЪшить и такую задачу: А имЪетъ, 
при прежнихъ условяхъ игры (въ три парт), 
1 партю, В ни одной. Какъ раздЪлить ставку? 

ЗдЪеь надо съиграть ио малой мъръ 3 парти, 
чтобы ВБ могъ выиграть; но возможны и случаи, 
когда придется съиграть не 3, а 4 парти, вапр. 
случай 4966. Задача сводится къ опредЪленю 
всзхъ четверныхъ группъ изъ двухъ элементовъ, 
для чего достаточно умножить схему тройныхъ 
группъ, т. е. схему 2) на схему одиночныхъ эле- 
ментовъ а, 6. Получимъ схему изъ 16 группъ: 


аааа афаа 
аааб м афаб 
ааа абба 
3) аабб а606 
фааа аа 
Бааб обаь 
Баба Ббфа 
Бабь о 


Изъ этихъ 16 группъ, въ пользу А будутъ вс 
тв случаи., гдЪ$ а повторяется не менфе 2 разъ, 
т.е. 2, 8 или 4 раза; въ пользу В будутъ тЪ слу- 
чаи, въ которыхъ 5 повторяется не менфЪе 3 разъ, 
т. е. всЪ остальные, ибо въ нихъ а не можетъ 
быть больше одного раза. Легко сосчитать, что 
въ пользу А имЪемь 11 случаевъ, въ пользу В 
пять случаевъ. Стало быть при общей ставкЪ 
32ж2=64 червонца, А долженъ получить, въ слу- 
ча прекращен1я игры, 44 червонца. 

Не трудно было бы рЪшить и эту задачу чисто 
ариеметически, приведя ее къ предъидущему 
случаю. 


кратимъь. Поэтому, спорною остается лишь '/4, которую 
раздфлимъ пополамъ, такъ какъ, при продолжении игры до 
конца, я могу и проиграть и выиграть. Стало быть, А по- 
лучить 3/4 1/3=7!8. а В получить 17. 
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Читатель теперь вполнз подготовленъ къ об- 
щему алгебраическому р шен1ю такой задачи: 

Дана игра между двумя игроками, требующая 
для выигрыша опредЗленнаго числа партй. Пер- 
вому игроку не хватаетъ до выигрыша 7 парт, 
второму не хватаетъ $ парт. Какъ раздЪлить 
ставку? 

Для выигрыша парти иервымь игрокомъ са- 
‚мымъ неблагопрятнымъ случаемъ будетъ тотъ, 
когда второй выиграетъ 5—1 партий. 

Первый долженъ выиграть еще г партий, стало 
быть для его выигрыша достаточно съиграть 
"-+з—1 парт. Задача сводится къ опред лен!ю 
группъ изъ г :—1 факторовъ, но лишь изъ двухъ 
различныхъ эдлементовъ а и 6 или, другими сло- 
вами, къ опредфленшю всЪхъ + :—1 кратныхъ 
группъ изъ двухъ элементовъ. Число ихъ будетъ, 


очевидно, 2—1. Число случаевъ благопрят- 
ныхъ А равно числу тЪхъ группъ, въ которыхъ 
элементъ & повторяется не менЪе г разъ, т. е. у, 
т--1, г+-2 И ДО г 3—1 разъ включительно. Это ни- 
что иное, какъ число перестановокъ изЪ 3—1 
элементов СЪ г, г--1 и т. д. повторевями буквы 
а и, соотвЪтственно, 3—1, з ит. д. повторейями 
буквы 6. Но оно равно также числу сочетавй 
ИЗЪ 74 5—1 элементовъ пох, г-+1 и т. д. !). По 


этому въ пользу А получимъ С, Е СИ + 


т--3-—1 
+ С, случаевъ и вфроятность въ пользу 4 


1) По теори соединенйй напр. имфемъ: число цереста- 
новокъ изъ двухъ буквъ съ г повторенями одной и 5—1 
повторен1ями другой буквы равно 


—1! —1 —2)....3 т 
Нд бе 
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А 8—1 


“-- 
будетъ 4) Сы - ра С: ни о В 


сот 8—1 о 


Такъ, если игра выигрывается въ три партии, а 
первый выигралъ 1, т. е. ему не хватаетъ 2 пар- 
тй, второй ни одной, т. е. ему не хватаетъ 3 
парт!й, то имфемъ г--:3—1=4 и для А получимъ 
въроятность 


0+ + С. —_ ба 11 

ыы 16 тв 

Са + С4 бам 5 
м = 


а для В вЪфроятность - 


Чиела партй, опредфляющихъ выигрышъ. 


< вю ых а | 
а |2 126 140 |160 | 192 256 
СЗ ВЫ Вы Ва ыы 

в |3 |119 20 294 256 
Е | 

| 

|4 | 224 | 240 256 | 

8 | на: 

5 РЕ: 

|5 248 256 

5 
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Прилагаемая таблицл вычислена въ предположе- 
ни, что Б ничего еще не выигралъ, и что ставка, 
каждаго — 256 черв., т. е. общая ставка 512. 
Въ первой строк написаны числа партй, рзша- 
ющихъ игру; въ первомъ столбцЪ число игръ, 
выигранныхъь уже 4; въ соотвЪзтотвующихъ 
клЪткахъ показано, сколько червонцевъ изъ став- 
ки Б пойдутъ въ пользу А, кромЪ собственной 
ставки А, въ томъ случаЪ, если А выиграетъ 
данное число парт! при данномъ числ, опредЪ- 
ляющемъ окончательный выигрышъ. 

Покажемъ, какъ вычислить напр. число 140, с0- 
отвЪтствующее 5 партямъ для выигрыша при 2 
партяхъ, выигранныхъ первымъ игрокомъ. 
ИмЪемъ: А не хватаетъ х—=3, Б не хватаетъ $= 
5 партй для выигрыша. Число партй, достаточ- 
ныхъ для окончашя игры въ чью бы то ни было 
пользу, равно В _ ИмЪемъ въ пользу В 


+ + 9 +. 


87 97 
21-741 _ 29 
В Ставка Б,т. е. 256 черв. или по- 
ловина, всей ставки соотвЪтствуетъ вЗроятности 


- ИЛИ — Поэтому ВБ утерялъ 
2. 728 р теВ 128 


А, или 35 червонцевъ на 128, или 140 на воз 
256Ж2—512. Это число 140 и стоитъ въ таблицф. 
Прибавивъ его къ 256, т. е. къ ставкЪ А, най- 
демъ, сколько получить А въ случа прекращен1я 
игры. 

Точно также для 5 выигрышныхъ парт, если А 
выигралъ 3, а Б ни одной, найдемъ въ пользу В 


вЪроятность 


взроятность 


въ пользу 


р 1 
64} онъ теряетъ отъ 2 Въ пользу 
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или 25 черв. на 64 или 200 


А, вЗроятность = - 


черв. на 512; число 200 и находится въ таблицЪ. 
Самое первое ие 63 получено взявъ сумму 


ОЕ @. о С. о+1=386, вычтя ее изъ 512, что 


даетъ 126, и р на 2, ибо 210—1024 вдвое 
болЪе, чЪмъ число 512, соотвЗтствующее полной 
ставкЪ. Если А не хватаетъ 5 парт, а В не 
хватаеть б партй и выигрышъ назначенъ 6 
парт!й, то А, вь случа прекращен!я игры, полу- 
чаетъ свою ставку 256 и еще 63 червонца. 


У. Задача Моавра. 


Р%№шимъ теперь слЪдующую задачу: 

Дано 6 шаровъ, обозначенныхъ номерами 
1, 2, 3, 4, 5,6. Какова вЪроятность, при трехъ 
посл$довательныхъ тиражахъ (т. е. при вынути 
шаровъ изъ урны), получить въ общемъ итог 
сумму номеровъ равную 9, если послВ каждаго 
тиража вынутый шаръ кладется обратно въ урву. 


Число всЪхъ случаевъ очевидно равно 63—216. 
Д’Ъйствительно, въ первый тиражъ можетъ выйти 
любой изъ шести №№, стало быть имЗемъ 6 слу- 
чаевъ; каждый изъ этихъ случаевь можеть во 
второмъ тираж сочетаться съ выходомь любого 
изъ 6 шаровъ, что даетъ 36 случаевь и т. д. 
Остается опредЗлить число: случаевъ, благопрят- 
ствующихъ событю. Но не трудно вид$ть, что 
эта вторая задача, сводится къ опредЪлен1ю числа, 
всевозможныхъ способовъ, которыми можно обра- 
зовать сумму 9 изъ трехъ слагаемыхъ (по числу 
тиражей)-и при томъ такихъ, которыя меньше 7 

ож 
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или, что то же, равны, или меньше 6 (такъ какъ 
имфемъ лишь 6 шаровъ съ номерами отъ 1 доб 
включительно). Не особенно трудно найти, что 
искомыя комбинаци слагаемыхъ приведутся къ 
тремъ типамъ. Могутъ быть три одинаковыхъ 
слагаемыхъ, именно 3-83-38. Это случай единст- 
венный въ своемъ родЪ, когда во вс три тиража, 
выйдетъ одинъ и тотъ же номеръ 3. 


Могутъ быть два одинаковыхъ слагаемыхъ, 
при третьемъ различномъ. Такихъ случаевъ два, 
основныхъ, напр. 2 +25 и 1-+4-4, и вс т$, 
которые можно изъ нихъ получить путемъ все- 
возможныхъ перестановокъ, напр. 25-2; сла- 
гаемыя написаны по тому порядку, какъ выходятъ 
номера въ тиражахъ, такъ что 2--5--2 означаетъ: 
въ 1-ый тиражъ вышло 2, во второй 5, въ трет 
2. Для каждаго изъ этихъ двухъ случаевъ будетъ 
по 3 перестановки; всего поэтому 6 такихъ слу- 
чаевъ. Наконецъ имфемъ три основныхъ случая. 
для которыхъ всЪ три слатаемыхъ различны, а 
именно 1--2-6, 13-5 и 2--3--4. Каждый изъ 
этихъ случаевъ даетъ по 6 перестановокъ, итого 18 
случаевъ. Всего имЪемъ, стало быть, 1--6--18=25 
благопрятныхъ случаевъ. Искомая вЪроятность 


25 
составлдяетъ поэтому 16° 


Число 25 (т.е. число благопрятныхъ случаевъ) 
можно найти инымъ путемъ, важнымъ для обоб- 
щен1я предложенной задачи. 


Не трудно видЪть, что задача: найти воЪ спо- 
собы составленя суммы 9 изъ трехъ слагаемыхъ 
меньшихъ, чВмъ 7,— задача, эта тождественна, со 
слВдующею: найти коэффищентъ при х? въ раз- 
ложен1и третьей степени отъ многочлена х--х?-- 
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хз--х4--х5--х6. ЛЪйствительно, чтобы найти въ 
разложени 


(хх? -- х3 - х* -- х5 -- х8)3 
веЪ члены, содержапце х?, надо подъискать всВ 


множители вида х’, которые при троекратномъ 
перемножени между собою дадутъ х?, стало быть 
ихъ показатели, взятые по три, должны въ сумм 
давать постоянно 9, и эти показатели ничто иное, 
какъ числа отъ 1 до 6 включительно. 


Но возвышене многочленовъ всего удоб- 
нзе производится по предложенному мною де- 
сять лЁтъ тому назадъ способу символическаго 
умноженя. Разъясню въ двухъ словахъ этотъ 
способъ. Всяюй многочленъ, расположенный по 
возрастающимъ степенямъ какой либо одной буквы, 
можно разсматривать какъ символическое число, 
написанное по инд ской (ошибочно называемой 
арабскою) систем письменнаго счисленя. Такъ 
напр. вмфсето а 5х- с1? можно написать @ 6 с, 
подразумВвая степени х, вмфсто а—с2? можно 


написать «0 с гдЪ 0 есть нулевой, с отрица- 
тельный коэффишентъ. Вместо 3--5х--х? напишемъ 
въ разбивку) 3 5 1 ит. д. Если теперь требуется 
напр. умножить 8 - 5х -- х? скажемъ на 1 -- х, то 
пишемъ схему 


и производимъ сложеше по хосвеннымь столбцамъ. 
Получаемъ въ результат 386 1, т.е. 8 - 8х + 
6х2--х3, что легко провЪрить обыкновеннымъ алге- 
браическимъ умножешемъ. Потому же способу 
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чрезвычайно легко возвысить 1) въ любую цЗлую 


степень многочленъ вида х-- х? -- хз -- х*--... хг 
или, по нашему символическому обозначен!ю, мно- 
го—членъ вида 0 111.... гдЪ 1 повторится х 
разъ, а нуль обозначаетъ отсутстые чхена, со- 
держащаго х въ нулевой степени или что тоже 
Члена независимаго отъ 2. 

Возьмемъ напр., многочленъ шестой степени 
(согласно раньше предложенным условямъ задачи 
о шарахъ), т. е. многочленъ 


0111111 
и возвысимъ его въ кубъ. 


Для этого сначала возвысимъ въ квадратъ по 
схем: 


0111111 
(10000000 
110111111 
10111 тЕ1 
110111111 
10111111 
110111111 
10111111 


Не выписывая всей схемы, можно было бы уви- 
дЪть, что результатъ приводится къ многочлену 
12-ой степени. 


0012345654321 
(т. е. къ х?--2х3--Зх8-и т. д.2хи--х1) 


Если этотъ многочленъ вновь умножить на 
0111111, то и получимъ требуемый кубъ по 
‚ схемЪ. 


1) Выгода его состоитъ въ томъ, что такъ наз. приведете 
подобных членовъ совершается само собою, ибо подобные 
члень располагаются по косвеннымъ столбцамъ. Подроб- 
ности см.въ цитированной брошюр3: Упрощ. алгебр. дЪйствай. 
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Въ десятомъ косвенномъ столбцВ соотвЪтсву- 
ющемъ х? имЗемъ сумму коэффищентовъ 5-6 
5--4-3--2=25; это и есть искомое число трой- 
ныхъ слагаемыхъ, каждое меньше семи, дающихъ 
въ сумм 9. 


Требуемая Число тиражей. 
сумма. [2345678 
по ооо бо 
т Е Е 
в [цао о оо 
4 аа зао о|о| о 
Бава то о 
в 1505 по о 
т |066] 2016.6] 10 
в 10 5] 21185 [35 | ТОТ 
о |045 58 в 


Взявъ 6 шаровъ съ номерами 1, 2, 3, 4, 5, 6 
и предположивъ, что число тиражей послЪдова-- 
тельно равно 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, составимъ этимъ 
путемъ таблицу случаевъ благопрятныхъ для по- 
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явлен1я суммы равной послЪдовательно 1,2, Зи 
т. д. до 9 включительно. (См. таблицу). 

Изъ этой таблицы видно напр., что сумму 9 
можно составить изъ 4 слагаемыхъ, перестана- 
вливаемыхъ всЗми возможными способами и при 
томъ такихъ, что каждое изъ нихъ меньше семи, 
56 различными способами. 


БЪглый взглядъ на, эту таблицу показываетъ, 
что составлене ея можно упростить. ДЪйствительно 
въ третьей строк имфемъ напр. коэффищенты 
121. Но это биномальные коэффищенты, именно 
коэффищенты разложеня второй степени отъ 11 
(или, что то же, отъ 1-х). Точно также въ 4-й 
строк имЗемъ коэффищенты третьей степени или 
отъ куба (1--х)3 и т. д., лишь съ 7-ой строки ока- 
зывается, что первый коэффищентъ 6-й степени 
надо замЗнить нулемъ вмфсто единицы. Девятую 
строку можно было бы точно также получить сразу 
взявъ (1--х)8 или что то же символически (1 1), 
но здЪсь первые три коэффищента, 0, 4, 25 при- 
дется получить инымъ путемъ. Такое различ1е за- 
виситъ отъ того, что начиная съ 7 требуемая 
сумма превышаетъ величину наивысшаго номера, 
равнаго 6; но составлене таблицы этимъ не мало 
не затрудняется, такъ какъ легко замЪтить сим- 
метр1ю с7толбиовь; во второмъ столбщцЪ имфемъ 
напр. въ 8-ой строк, какъ и въ 6-ой, цифру 5. 
затмъ въ 9-ой какъ и въ 5-ой оказывается 4 
и т. д. Не трудно найти отношеше этой задачи къ 
такъ наз. фигурнымъ числамъ и къ ариеметиче- 
скому треугольнику Паскаля, о чемъ достаточно 
упомянуть !). ЗамЗтимъ еще, что въ нашемъ при- 


1\ Обычный способъ рфшен!я этой задачи состоитъ въ 
приведен1и разложения: 
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мВрЪ въ 3-мъ столбцЪ и 9 строк получилось число 
® ® .7 
25 вмЪсто биномальнаго коэффищента = 28 


по той причинЪ, что три комбинащи трехъ сла- 
гаемыхъ, дающихъ сумму. 9, а именно, тЪ, 
которые получаются отъ всевозможныхъ пере- 
становокъ слагаемыхъ 7 -- 1 +1, не удовле- 
творяютъ условямъ задачи, такъ какъ у насъ 
нзть шара съ номеромъ 7. Поэтому другой 
способъ составлешя таблицы состоитъ въ томъ, 
чтобы написать ее сначала по биномальнымъ ко- 
эффищентамъ, а затЪмъ‘опредЗлить всЪ негодныя 
комбинаи и числа ихъ отбросить отъ соотв т- 
ственныхъ коэффищентовъ. Такъ для суммы 10 при 


4 тиражахъ имЗли бы бином1альный коэффищентъ 
3 9.8.7 
Со —-таз = 84; но изъ 4 слагаемыхъ, если 
необралцатьвнимане на номера шаровъ, можно было 
бы составить 10 и съ номерами, высшими чФмъ 6. 
Ими то и займемся; найдемъ: 9 и 8 не годятся. 
ибо не останется достаточнаго числа еще на 3 
слагаемыхъ; можно взять только 7--1--1-1 и вс 
перестановки этой группы, число же перестано- 
вокъ изъ 4 элементовъ съ тройнымъ повторешемъ 


1.2.3.4 
одного изъ нихъ равно —5._= 4, стало быть 
всего имфемъ 4 негодныхъ комбинащи, отбрасы- 
(ЖР-.... 42%) 
о —х ое г п, —п 
кь виду (о) = (2) (2-1) 
[м — 1)7 н &— | — 1 разлагаютъ по формул 


бинома Ньютона и затзмъ перемножаютъ результаты. при 
чемъ исчезаютъ вс члены съ отрицательными показате- 
лями. Способъ этотъ гораздо сложн$е и искусственнЪе при- 
веденпато въ текстф. 
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вая отъ 84, найдемъ число 80, соотвЪтствующее 
ненаписанной нами 10-ой строкЪ въ 4-омъ столбцЪ. 
Въ той же строк$ въ 3-мъ столбц\; бином1альный 
— 98 

1.2 
найти, что число негодныхь комбинашй здЪеь 
будетъ равно 9. а потому вмФсто 36 получимъ 
25, какъ уже было вайдено. 

Такъ какъ игральная кость иметъ 6 граней 
и соотв$тствуеть 6 шарамъ съ номераии съ 1 
по 6 включительно, то наша, таблица примЗнима 
и къ задачамъ на игральныя кости, при чемъ 
виЪсто послВдовательнаго тиража бросаютъ вс} 
кости одновременно. 

ПримЗръ: какъ велика вЪроятность поучить 
сумму 15, бросивъ три игральныя кости? 

Отвфтъ: всфхъ случаевь 6жбжб = 216; число 
благопрятныхь случаевъ найдемъ, если продол- 
жимъ таблицу до 15 строки и третьяго столбца, 
включительно, при чемъ нашли бы число 10. Иско- 


у 2 
коэффищентъ былъ бы С, — 36, но легко 


мая вроятность равна поэтому а 


У. Полная и сложная вфроятность. 


Если мы раздЪлимъ всЪ благопрятные слу- 
чаи на группы какимъ угодно способомъ, лишь 
бы ни одинъ случай не повторялся, т. е. не попа, 
далъ въ дв или боле группъ, то, разумЪется, 
ничфмъ не измфнимъ свойствъ этихъ случаевъ, 
такъ какъ по опредЪлевю вЪроятности, всЪ слу- 
чаи, а стало быть въ частности и всЗ благопрят- 
ные случаи признаются равновозможными и это 
ихъ свойство не зависитъ отъ способа пере- 
численя. 


эт. 


Пусть напр. необходимо опредфлить взроят- 
ность того событя, что изъ пяти номеровъ 1, 2, 3, 
4, 5 будетъ на, удачу вынутъ четный номеръ. Мож- 
но было бы просто сосчитать число четныхъ но- 
меровъимы нашли бы, чтоискомая вЪроятность рав- 


р. ь 
на такъ какъ изъ 5 случаевъ 2 благопрятны 


событ1ю. ВмЪсто этого, однако, можно отдльно 
1 
опредфлить вЪроятность вынуть 2 равную и 


1 
зат мъ вЪфроятность вынуть 4 равную также т 
при чемъ окажется, что иолная вЗроятность вы- 
нуть вообще четный номеръ, т. е. вынуть либо 2, 


либо 4, будетъ равна —- + - == --, т.е. равна 


сумм составляющихъ ее вЗроятностей. 

Полная вЪроятность того, что будетъ вынутъ 
или четный или нечетный номеръ равна досто- 
вЪрности, потому что для четныхъ номеровъ им%- 


2 3 
емъ вЪроятность , а для нечетныхъ => что въ 


сумм даетъ 1. Примпрь: какова вЪроятность 
получить съ тремя игральными костями сумму 
очковъ боле 14? Отвьть: трое костей не могутъ 
дать болЪе 18; искомая вЪроятность равна, сумм 
вфроятностей въ пользу появленя 15, 16, 17 и 18 
очковъ. Эти послдея можно опредЪлить по- 
мощью таблицы, вродф приведенной выше; най- 
демъ 10,6, 3 и 1 благопрятныхъ случаевъ на 216 
возхъ возможныхъ, поэтому искомая полная в}- 


20 
роятность равна 5. 


При вычислеви полной в%роятности легко 
впасть въ грубыя ошибки, если мы не примемъ во 
внимане, что нфкоторые случаи могутъ быть 


28 


——_—_—д—_-ы 


одновременно въ разныхъ грунпахъ. Такъ, если 
бы вздумали опредлить полную вЗроятность того, 
что изъ числа номеровъ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
вынутый будетъ или нечетнымъ, или дВлящимся 
на 5, то впали бы въ грубую ошибку, если бы 
сложили вЪроятность вынуть 5 съ вЗроятностью 
вынуть нечетный номеръ. ЗдЪсь ошибка через- 
чуръ очевидна. Очевидна она и въ примЗрахъ 
вродБ слВдующаго: найти вЪроятность, чтобы 
двз игральныя кости были таковы, чтобы одно изъ 
двухъ очковъ дало либо 3, либо 4. Можно подумаль, 
что искомая сумма, равназдЪсь сумм вЪроятностей 
соотвЪтствующихъ выпаденю либо 3, либо 4; но 
это ошибка, такъ какъ возможенъ случай, когда, 
сразу выпадутъ на одной изъ костей 3’ очка, &, 
на другой 4. МенЪе очевидна ошибка, если тре- 
буется получить комбинацю 646 для двухъ ко- 
стей по малой мъръ при двухъ бросаняхъ. Мо- 
жно бы подумать, что необходимо опредЗлить вЗ- 
роятность получить 6-- 6 при каждомъ метани и 
затЪмъ взять сумму; на такое сложен1е непра- 
ВИЛЬНО, Потому что число благопрятныхъ сду- 
чаевъ второго метаня берется не изъ числа слу- 
чаевъ перваго бросая и совершенно отъ него 
независимо. 

Теперь не трудно найти общее алгебраическое 
доказательство теоремы о полныхъ вЗроятностяхъ. 

Пусть будуть 2, 1, рз, и т. д. вЗроятно 
сти, соотвЪтствующя разнымъ предполагаемымъ 
причинамъ событя, & 91, 42, 43, и т. д. соотвЪт- 
ственныя вфроятности, придаваемыя этому собы- 
т1ю тЪми же причинами, въ предположев!и, что 
эти причины навфрное дЪйствуютъ, тогда полная 
взроятность Р нашего собыпмя. будетъ равна 
сумм произведен изъ вЪроятности каждой при- 
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чины на вЗроятность, придаваемую ею событю, 
т. е. найдемъ - 


Р=р! 42 + 22492 + рз 43 + ит. д. 


ДЪйствительно, пусть будетъь № число всЪхъ слу- 
чаевъ; оно равно сумм чиселъ 1, #2, 7, и т. д. 
соотвфтетвующихъь причинамъ первой, второй, 
третьей и т. д. Пусть будетъ ЕР число вовхъ бла. 
гопрятныхъ случаевъ: оно равно суммВ чиселъ, 
соотвфтетвующихъь благопрятнымъ  случаямъ 
[1, [2, |3, и т. д., опред леннымъ первою, второю, 
третью и т. = причиною, имемъ поэтому: 


в _Н-е+я+... 


п1 -- 12 + "+... 
+++... ое бои Иа 
О” С баЫЫ но Мо ш хм 
р1Ж41, ибо о есть ава 6 вфроятность на- 


ступлен!я первой причины, равная 


числу случаевь блатопрятныхъ этой причин® 
число всзхъ случаевъ 

1 
& съ другой стороны в. есть вЗроятность, при- 


даваемая первою причиною данному  событю, 
Отсюда, ясно, что Р — 21 91 + Р2 92 + 23 93 + 
ит. д. 


Сложная впроятность. Съполною вЗроятностью 
не слЗдуетъ смВшивать сложной вЗроятности. 

Полная вЪроятность образуется изъ вЗроят- 
ностей, соотвЪтетвующихъ разнымъ предполагае- 


мымъ между собою причинамъ событя, при чемъ 
каждая изъ нихъ исключаетъ вс другя. Сложная 
вЪроятность требуетъ стеченя нфсколькихъ при- 
чинъ; всВ разематриваемыя причины должны 
быть на лицо, для того чтобъ событе наступило; 
наступлеше событя составляется поэтомуизъ дру- 
гихъ событ!, которыя предполагаются другъ отъ 
друга, независимыми въ томъ смыслЪ, что наступ- 
лен1е одного изъ нихъ ни мало не уменьшаетъ и 
не увеличиваетъ наступлен1я другого. Не трудно 
доказать, что вЪроятность сложнаго событ1я равна, 
произведению простыхъ вЗроятностей всЪхъ соста- 
вляющихъ его событй 

ДЪйствительно пусть будутъ #71, 72, из и т. д 
числа, случаевъ возможныхъ для каждаго мзъ 
простыхъ событй. Каждый изъ случаевъ и, со- 
единяясь послЗдовательно съ каждымъ изъ #72 
дастъ 71 72 случаевъ, каждый изъ ЭтТихЪ #1 #2 
случаевъ, соединяясь съ каждымъ изъ из случа- 
евъ, дастъ т 72 из случаевъ ит. д. Общее число 
М всЪхъ случаевъ равно произведен!ю и! #2 из... 
Пусть теперь будутъ ЛР, [>, В ит. д. числа, слу- 
чаевъ, благопрятныхъ первому, второму, третьему 
и. т. д. простому событю; такимъ же образомъ 
найдемъ, что Е число всЪхъ случаевъ благопр1- 
ятныхъ данному событ1ю разно д р р.... Поэтому 


__ ЛЕ Л3.... р 

вата. Нож: 1 
есть вЗроятность перваго простого событя 
и т. д. Поэтому имВемьъ Р—у р 13... что и. 
требовалось доказать. Приведемъ для поясневшя 
примЪръ: Въ урнф находятся четыре шара, два, 
черныхъ и два бЪлыхъ. Вынимаемъ сряду два, 
шара, не кладя обратно. Какова вЪроятность вы- 


нуть два бЪлыхъ шара? 


Это сложное событе состоитъ изъ двухъ. 1) 
Въ первый разъ долженъ быть вынутъ бЪ№лый 
шаръ. ВЪроятность вынуть именно б$лый равна 


р : 
ть 2) По наступлеви перваго событйя долженъ 


вторично появится бЪлый шаръ; но всЪхъ шаровъ 
осталось теперь 3; изъ нихъ, если первое событие 
уже наступило, навЪрное будутъ 2 черныхъ на 
1 бЪлый, поэтому вЪроятность вывуть б$лый шаръ 


1 
во второй разъ будетъ —- 


Отсюда видно, что вЗроятность нашего слож- 
1. 


. 1 1 
наго событ1я равна ->-Х- = = 
2 


У1. ВЪроятность повторения. 


Въ предъидущихъ главахъ уже были даны нз- 
которыя указан]я на случаи, когда требуется 
вычислить взроятность многократнато повтореня 
одного и того же событя. Теперь мы укажемъ 
самый обпий способъ, позволяющйй рЪшить вс 
задачи подобнаго рода. 


Если дано нзкоторое событе, которое отмЪтимъ 
номеромъ первымъ, и вЪроятность появленя это- 
го событ1я равна, рл;если, точно также, вЗроятность 
событя, обозначеннаго номеромъ вторымъ равна, 
2 и т. д, и извЪстно, что одно изъ и данныхъ 
событЙ должно непремВнно наступить, то полная 
вЪзроятность того, что наступитъ либо первое, либо 
второе и т. д., либо, наконецъ, я-тое событ!е рав- 
на достовЪрности, т. е. единицЗ; но она же равна 
сумм вЪроятностей 1 + р - и т. д. -- ри. 


Пусть теперь ищется вЪроятность, чтобы пер- 
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вое событе наступило, въ какомъ угодно порядкЪ, 
всего к разъ, второе х»› разъ и т. д., наконецъ 
я-тое. х» разъ. ВЪроятность сложнало событя, 
состоящаго въ томъ, чтобы первое событ!е на- 
ступило въ одномъ опредЗленномъ порядк$ к! разъ, 
второе к и т. д. равно произведеню простыхъ 
взроятностей; полная вЪроятность того, что это 
сложное событ1е произойдетъ не въ одномъ, а въ 
какомъ угодно порядкЪ, равна сумм найденныхъ 
сложныхъ взроятностей, иесли х!: и т. д. имЪютъ 
заранЪе данныя значення, то всЪ эти вЗроятности 
равны, и стало быть надо знать число такихъ 
сложныхъ вфроятностей, которыя равны между 
собою, и соединить ихъ въ одинъ членъ; то. же и для 
другихъ, равныхъ между собою. Каждая сложная 
взроятность для наступленя перваго событ1я х1 
разъ и т. д. выразится произведенями вида. 
#2 3 Ка 


К1 
р, 2 23 ..... рп 


ДЪйствительно, вЪроятность того, чтобы первое 
событе наступило я: разъ, равна р’!, потому что 
какъ общее число случаевъ, такъ и число благо- 
прятныхъ случаевъ при каждомъ повторения 
событ!я возводится еще въ одну степень. 

Но такихъ группъ, какъ только что написанная, 
можно составить столько же, сколько перестановокъ 
изъ я элементовъ съ повторешемъ перваго изъ нихъ 
ж! разъ и т. д. Число это, которое мы обозначимъ 
черезъ М, какъ извЪстно равно: 


ы ГВ КА, + ю +... + юм 


к! к... - Ки! 


Стало быть искомая полная вЗроятност», чтобы 
при к опытахъ, первое событе повторилось ж, 
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второе к» разъ и т. д. наконецъ я-тое, ки разъ. 
равна::. | 


М р’ р .... Ри "”  гдЪ М имВетъ выше опре- 


дленную величину. 

Чрезвычайно легко и въ то же время важно 
связать вычислеше вЪроятности повторныхъ по- 
пытокъь съ алгебраической теормей возвышен1я 
иногочленовъ въ любую степень. 


ДЪйствитедьно, в®роятность того, чтобы въ 
каждомъ опыт непремнно наступило одно изъ 
изслВдуемыхъ событ, если именно эти событ1я 
исчерпываютъ вс возможные случаи-и если при 
хаждомь опыт должно наступить одно изъ. этихъ 
п событй, эта вЗроятность равна достовЗрности. 
ИмЪемъ стало быть: 


р - .. + т =1 

Съ другой стороны, вЪроятность того, чтобы 
какое либо. изъ нашихъ и событй, все равно 
какое именно и въ какомъ  порядкЪ, наступило 
х разъ сряду, также равна достовЪрности, ибо 
при каждомъ изъ к опытовъ хотя одно изъ 
нашихъ событШ хотя однажды  наступитъ. 
Стало быть и эта вЪроятность равна, достовЪр- 
ности; но ‘съ другой стороны ясно; что это 
есть сложная вфроятность, равная произведен ю 
к вЪроятностей, соотвЪтствующихъ наступленю 
одного изъ нашихъ событй ‘въ одномъ изъ к 
случаевъ. ИмЗемъ поэтому 


(4 р -+.... {ри =1 


гдВ первая часть равенства выражаетъ вЪроят- 
ность того, что одно изъ нашихъ событ насту- 
пить въ течене х опытовъ. 

3 
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Но первая часть равенства разлагается, какъ 
извзстно, на сумму вида 
у №! р р . р, *т 
т. е. сумму такихъ членовъ, каковъ стояш за 
знакомъ У. при чемъ М имЗетъ вышеопредленное 
значене, опредВляемое теорей перестановокъ съ 
повторешями а сверхъ того имЗемъ х, Нк.-+... 
+ ки —*, и жи т. д. имВютъ всевозможныя 
значеня отъ нуля до х включительно. Это ясно и 
изъ слВдующаго: вЗроятность того, что хотя одно 
изъ нашихъ событй наступитъ хотя однажды 
въ течене х опытовъ равна : 


(м-р +... + т)* 


но полная вЗроятность того, что въ тече- 
не к опытовъ первое собыше наступить ж 
разъ, гд$ м имфетъ лишь одно опред®ленное 
значене (изъ всЪхъ, равныхъ 0, 1, 2 ит. д. до 
х включительно), второе хо разъ, гдЪ хо иметъ 
лишь одно опредЪленноезначене ит.д. равна, 

Ур 2... рт 
Ясно, что если придадимъ посяЪдовательно х, и 
т. д. всЪ ихъ значеня и составимъ сумму воЪхъЪ 
полученныхъ вЗроятностей, то опять исчерпаемъ 
всЪ возможные случаи; поэтому и найдемъ 


(21 Р+... + 2 = М ри Ра р ...Рып 


Если возьмемъ въ частности случай двухъ со- 
быт, то найдемъ, что в®роятность р наступленя 
перваго изъ нихъ будетъ противовЪроятностью 
наступлевя другого изъ нихъ и обратно. Поэтому, 
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если рвфроятность, 4 противовроятность наступ- 
лен1я перваго, то имфемъ 


(р-+4)*—= М р 98=1 
;! 


т к 
гдВ № —= ти к —*! + к», при чемъ ж: и к2 


получаютъ всЪ значешя отъ 0 до х. 
Общий членъ № р! 4*— И ‚ риа фи 


выражаетъ  вфроятность того, что первое собыше 
наступить х! разъ въ какомъ угодно порядк3, 
&ане наступить *2 —^к—жм разъ, гдВ м имЗетъ 
одну опредЗленную величину. Можно еще зам тить 


что М = С. =0. 


Можно напр. этамъ путемъ снова рить за- 
дачу Паскаля, н®сколько ее обобщивъ: пусть р бу- 
 детъ вФроятность въ пользу перваго игрока 
до начала игры, 9 вЗроятность въ пользу второго 
при чемъ р + 9—1, т.е. ничьей быть не можетъ’ 
Тогда если первому не хватаетъ до окончаня’ 
игры 7 партйй, а второму $ парт, мы видимъ, 
что для окончательнаго результата надо съиграть 
не боле к—х--3—1 парт. Задача сводится къ 
тому, чтобы опредЪлить вфроятность повтореншя 
по крайней мЪрЪ х разъ событя, если вЪроятность 
простого его появлешя при одномъ опыт рав- 
на р. Искомая в}роятность есть очевидно сумма 
вс№хъ тЪхъ вЪроятностей, которыя найдемъ, 
вычисливъ сначала вЪроятность того, что первый 
игрокъ выиграетъ наименьшее требуемое чис20 
разъ, т. е. именно 7 разъ, затЪмыъ, что онъ выи- 
граетъ 7-1 разъ и т. д. и наконецъ, что онъ 
выиграетъ вс3к—7--$—1 партЙ, поэтому надо 
взять сумму 


К1! 


3* 
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2 й 1. а : 1 : : и й т 
С” 2747 + ("РГ 49° ... + 0% р Въ частно- 
сти, если до начала игры шансы равны, т. е. рЬ—49 


1 : 
—5 мы возвратимся къ данному уже рёшен!ю. 
) 


Если напр. при равныхъ шансахъ обоихъ игро- 
ковъ первому не хватаетъ 2 парт, второму 3 
парт, то составляемъ биномъ (1 1) —=146 4 
Ти беремъ въ пользу перваго (1+4 +6-- 4-1 
424 —16 случаевъ) коэффищенты соотвЪтетвую 
выигрышу либо 2 парт (коэффищентъ при р>. 
именно 6), ибо 3 ‘парт! (коэфф. при’рз т. е. 4), 
либо 4 парт (коэф. при рт. е. 1). Поэтому въ 
пользу перваго имЗемъ 11 случаевъ. Въ пользу 
вторэго пойдутъ коэффищенты при 43 и 4% т. е. 
4-1 — 5, причемъ предполагается, какъ ска- 


зано, что р —4 = 5. 


_ВЪроятности различныхъ предполагаемыхъ причинъ 
события. 


Пусть будетъ М№ число воЪхъ возможныхъ слу- 
чаевъ, 7: :, 7 и т. д. число случаевъ, соотв тствую- 
щее первой, второй и т.`д. причин. Тогда, какъ 


(1 | 
мы уже знаемъ, ср есть вЪроятность насту- 


пленя первой причины и т. д. ДалЖе пусть будетъ 
р число случаевъ, благопятныхъ событю въ 
предположении, что первая причина, уже наступила, 


тогда `»' есть вЗроятность, ПА Вена событ1ю 


Л _Л 


этой. причиной; произведеше же 2х хх, = есть 


сложная вЪроятность даннаго а въ пред- 
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положен, что вс остальныя причины, кромВ 
первой, устранены не объективно, а субъективно, 
т. е. не потому, что онЪ признаны. невозможными, 
& потому, что онЪ не подвергнуты изслдован!ю; 
вЪроятность событя опред$лена, до всякаго опыта, 
т. е. по № числу веЪхъ возможныхъ случаевъ, &, 
также по |, числу случаевъ, благопрятныхъ 
событю, въ предположении, что первая причина, 
и есть истинная. Назовемъ эту сложную вЪроят- 
ность хотя бы буквою Ш, тогда, о слЗдо- 


ва’летьно, _П,=р, 4, гдВ 4, = Л р: = ` сумма же 
71, | №, 


всЪхъ такихъ сложныхъ вЪроятностей, соотвЪт- 
ствующихъ веЪиъ, другъ друга взаимно. исклю- 
чающимЪ причинамъ, и будетъ равна нолной вЪро- 
ятности нашего событя. Имфемъ. ` поэтому: р — 
П-+ ПШ - ит. х 

Но съ другой стороны, сложную вЪроятность 
И можно получить еще иначе. ВЪроятность на- 
ступлешя событя подъ вмяемъ первой причины, 
до всякаго ойыта;, можно ‘сеставить изъ полной 
взроятности самато. событя, т. е. изъ ри изъ 
взроятности _Р, ‘чого, что если собыпие уже 
наступило, это произошло именно’ подъ в{етемъ 
первой о ИмЪемъ, поэтому, ПП, —= РР р=Р, 


(р, 9. | Рз 4-. ..) откуда найдемъ: 
р 21% Ш 
Ф: 9. НР: 4+. . Р 


Это равенство выражаетъ такъ наз. теорему, 
Байеса (Вауез), состоящую въ слхВдующемъ. Если 
р:, Р‚, Юз... вВроятности первой, второй ит. д. 
причины; 4,, 4,, 4... ‚ взроятности’ придаваемыя 
этими причинами событйю, то вЪроятность Р, того, 
что уже наступившее, напр. наблюдаемое событуе 
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зависить именно отъ первой причины, равна 
частному изъ опредфленной субъективно, по отно- 
шеню къ первой причинЪ, вЗроятности событ1я, 
на полную вЗроятность того-же событ!я. Если 
вЪроятности всЗхъ причинъ апрорно признаны 
одинаковыми, то найдемъ боле простое выраже- 
не, потому что тогда р,=р,—7р. ит. д. и получимъ: 


4! — 
4.9». 


Т. е. вЗроятность того, что и насту- 
пившее событе наступило всяЪдетые первой изъ 
равиовозможныхъ причинъ, измфряется частным 
изъ вЪроятности, сообщаемой событю этойименно 
причиной, на, полную взроятность событя. Обык- 
новенно. именно этотъ боле частный случай 
равновозможныхъ причинъ и называется теоре- 
мою Байеса. 

СаЗдующий прим ръ выяснить смыслъ этой 
теоремы. 

Въ урнЪ содержится всего 5 шаровъ, бЪлыхъ 
и черныхъ. Не извЪстно, сколько именно тЪхъ 
и другихъ. Мы вынули бЪлый зшаръ; является 
вопросъ: какъ велика вЪроятность, что въ урн 
было 3 блыхъ шара? 


Риюшене. Причинами происшедшаго вынутйя 
бЪлаго шара могутъ быть: 


Р,—= 


1. бВлый 4 черныхъ шара. 1-ая причина. 


2х 3. » > Э». 
3 » 7 » р 3». » 
4 ›»› 1 » » 4 » > 
5 »› 0 » бл >» 


Не. зная ничего о’причинахъ, допускаемъ, что 
всЪ онЪ равновозможны. 
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ВЪроятность, придаваемая событ!ю (если бы 
оно еще не случилось) 1-ою ‚причиною, т. е. 9; 


въ нашемъ случа есть ——, если устранимъ всВ 


5 

проч1я причины во воВхъ возможныхъ случаяхъ. 
2 

Дяя второй причины найдемъ 5 ит. д, вако- 

нецъ для пятой найдемъ 1, т. е. достовЪрность. 


Для требуемой третьей причины найдемъ о 


5 
и 
5 
и по теоремВ Байеса, Р!— ЕР 
5 
ны : 3 | —— 1 ® 
= (541)5:8 5 
Для двухъ бЪлыхъ шаровъ, нашли бы т. 
15; 


т. е. если изъ урны съ 5 шарами первый выну- 
тый шаръ оказался бЪЗлымъ, а возможны также 
черные шары, то. вЗроятность того, что въ урн 


| 1 ь 
было 3 ие шара, равна ——, а что ихъ было 


ть ВЪроятность, что всЪ бЪлые ‚ равна =. 
Такъ какъ теорема Байеса принадлежитъ къ. 
числу важнЪВшихъ въ теори вЪроятностей, счи- 
таю не лишнимъ привести еще одно доказатель- 
ство этой теоремы, (въ ея упрощенной форм). 
Если /\ есть число благопрятныхъ случаевъ, 
придаваемыхъ событ1ю‘ первою причиною, № чи- 
‚ 10 веЗхъь возможныхъ случаевъ, то прежде всего 
является вопросъ, получится ли какое-либо обоб- 
щене, если, не зная ничего о свойствахъ при- 
чинъЪ, мы ‘признабиъ это число непостояннымъ, & 
разлхичнымъ д4я разныхъ причинъ, напр. М для 


2 равна 
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первой причины, № для второй и т. д: и будемъ 
разсматривать каждую причину съ соотв тетвую- 
`щимъ ей числомъ случаевъ? Это конечно, боле 
общ Й случай, но такъ какъ буквою № можно 
обозначить любое число, то. легко пюказаль; что. 
этотъ случай приведется къ предъидущему. 


Д\Ъйствительно, пусть въ этомъ новомъ пред- 
положеши имЗемъ соотвЗтственныя нашимъ при- 
чинамъ числа случаевъ, благопрятетвующихъ 
событю, В, Е, Рз ит. д. и пусть будетъ № 
общее кратное ть М. № ит. д. Тогда стоитъ 

М Е _ № __ Е. 


только в Е 2 - 
ОЛЬКО ВЗЯТЬ = =, = м, чтобы возвратить 


ся къ предъидущему случаю, "ибо, очевидно, все 
равно, опредЪлить ли напр. 15 благопрятныхъ 
случаевъ изъ 60 или 1 изъ 4. 


`Итакъ, предположимъ (какъ мы дЪлали рань 
ше), что чи 10 ‘случаевъ М№ для всЪхъ причинъ 
одинаково. Тогда сообщаемая событю первой 
причиной вЪроятность того, что событе можеть 
наступить въ ен дЪйствя. первой при- 


чины, будетъ равна, у ° Если допустимъ, что вВ- 


роятности самыхъ ое одинаковы (что нами 
и допущено, такъ какъ рЗчь идетъ объ упрощен- 
ной теорем Байеса— и предположенще это закон- 
но, если мы ничего не знаемъ о. преимуществахь 
днк причинъ надъ другими), то ясно, что В: 
роятность ‘того, что уже наступившее событе 
произошло отъ дЪйствя первой причины, просто 
пропорцюнальна числу’ соотв тетвенных блато- 
прятныхъ случаевъ. Поэтому имфемъ: 


Р:: Рз: Рз....= В: В: В. в 
ВЪфроятность, что событе проивошао отъ какой- 
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4ибо изъ воЪхъ возможныхъ причинъ, равна До- 
стовЪрности. Поэтому Р--Р»-+Рз+...—=1, и изъ 
извфстныхьъ свойствъ пропорщй инфемъ: — 


р ен Р, ей, Л. р + 
ТВЕРЬ. НАНА № 

Уз а. 
т мт. — Ч а,-.. - 


ыы быть. а если р есть полная в- 

роятность событя: 

Р — 41 а 

: ‘а.-Наз- -. 
что и требовалось доказать. 

И такъ, вЗроятность одной изъ равновозмож- 
НЫХЪ. причинъ уже. наступившало событя, равна 
частному изъ взроятности, которую сообщила, бы 
эта причина событ!ю, если бы самая причина. бы- 
за, достовЪрна, & событ{е—еще ожидаемымъ, на, 
полную вЗроятность, составленную изъ суммывеЪхъ 
взроятностей, соотв тствующихъ ‚порознь. взя: 
тымъ причинамъ. 

СлФдующая задача, также рышдется. помощью 
теоремы Байеса. 

Урна. содержитъ бъзые. и черные шарфы. `Каж- 
ый: о ЕЕ однимъ изъ номеровъ 
1; 2,3, ‚ можетъ быть и нзеколько: шаревъ. 
оджого: аи; но цвзтовъ подъ однимъ`номе- 
ромъ; Мы вынимаемъ шаръ; онъ оказывается 
бЪаымтъ. Какова вЪроятность, что вынутый бВлый 
шаръ обозначенъ ‘задуманымъ номеромъ. изъ 
‘числа 1, 2,3,... я? Номера играютъ здЪсь роль 
«причинъ» событя. Пусть будетъ: № общее число 
шаровъ, 7: число шаровъ, обозваченвыхъ номеромь 
1, #: — число шаровъ съ номерлмъ. 2 И.Т.Д. 


ке 


Тогда "1 есть вЪроятность номера, 1 иди перрой 
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причины ит. д. Пусть будетъ [ число бълыть 
шаровъ, обозначенныхъь номеромъ 1. Тогда 


л 


есть вЗроятность, что изъ числа всВхъ шаровъ 


и номеромъ 1, будутъ вынуты всЪ бЪлые шары. 
Это и есть вфроятность, придаваемая вынутю 
бълоло цвЪта первою причиною, т. е. номеромъ 1. 


Есяи обозначимъ ыы Ч, вфроятноеть а, че- 


п, 
резъ р, вЪроятность и т. д. то по теорем 


Байеса найдемъ напр. вЪроятность того, чтобы 
уже вынутый бЪлый шаръ былъ съ номеромъ 3. 


р. — Рз 43 
8 ра, | Рз 4 | Р:4-... 2» 9. 


Выше мы рЬшили другую задачу, въ которой 
было задано опредЪлить вЗроятность того, что 
въ урн содержится известное число шаровъ 
бЪхаго цвзта. Решимъ еще одну задачу въ томъ 
же родЪ, но на этотъ разъ не сдВлаемъ прел- 
похожен1я о равновозможности всЗхъ, причинъ, 
которое было тамъ сдЪлано. 


Въ урну кладемъ черные и бВлые шары, но 
не на удачу (тогда пришлось бы апрорно допу- 
стить, что всевозможныя комбинащи равнозЗро- 
ятны), а на основания какого либо правила, хотя 
бы опредленнато, въ свою очередь, игрою случая, 
напр. азартною игрою, вродЗ игры въ орлянку. 
Условимся, чтобы посл каждаго выпавшаго 
орла слЪдовало класть въ урну черный шаръ, а 
посл каждой рёшетки-—б3лый. Такъ какъ игра 
въ  орлянку даетъ совершенно одинаковые 
шансы для орла и рВшетки (именно 5 при од- 
номъ бросанм какъ въ пользу орла, такъ ‘и въ` 
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пользу рзшетки), то такое услове ничегю не из 
мЗнитъ, вопреки мифню Бертрана и многихъ 
другихъ математиковъ. Или, точнфе перемФна, 
будетъ состоять въ томъ, что какъ въ числитель, 
такъ и въ знаменатель вФроятности придется 


1 
ввести множитель > въ одинаковой степени, при 


чемъ этотъ множитель сократится 1). ИзмЪнене 
въ услошяхъ задачи можетъ произойти совсфиъ 
по другой причин, которая, по моему миню, 
невЪрно истолкована, Бертраномъ. . 

Д\ло въ томъ, что независимо отъ опредЗлен1я 
состава урны игрою въ орлянку, мы можемъ 
апрорно предположить, что въ урн, содержа- 
щей, скажемъ, въ общемъ 5 шаровъ, масти рас- 
предляются однимъ изъ слВдующихъ шести 
способовъ: 5 бЪлыхъ; 5 черныхъ; 4 6. [ ч.; 4 ч. 
1 6.; 36.2 ч.; 3 ч.2 6. 

Раньше мы предполагали, что вс эти комби- 
наци равновозможны. Это и слВдуетъ допустить, 
если не различать между собою шары одной 
масти, т. е. если считать напр. вс три бЪаыхъ 
шара въ комбинацм 3 6. 2 ч. равнозначущими и 
веразличимыми. Иное дЪл0, если всЪ бЪлые и 
черные шары напр. занумерованы различными 
номерами или обозначены разными буквами и 
вообще, отличимы другъ отъ друга индивидуально, 
или если, наконецъ, мы различаемъ ихъ хоть 
по порядку в5 котором они были положены 


1) Бертранъь увЗряетъ, что при, таком изм$нени 
условй задачи «гипотезы относительно состава, урны, вм$сто 
того, чтобы быть апр1орво равнов$роятными, получатъ раз- 
‚личныя вЗроятности». Но различ!е, имъ вводимое, не имфетъ 
отношен1я къ составленю содержимаго урны игрою въ. 
‘брлянку, что и будетъ показано ниже въ текстф. 
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или вынуты. Это послБднее условше мы и введемъ, и 
тогда получимъ ту задачу, которую Бертранъ 
основываетъ на томъ, что составъ урны опредз- 
ленъ игрою въ орлянку что, по моему мнЪню, 
лишь запутываетъ истинный смыслъ различя, 
состояпй лишь въ томъ, что шары различаются 
между собою по порядку, въ которомъ’ были 
вынуты. Если различать шары по порядку вы- 
нупя, то не безразлично, выйдетъ ли въ. самый 
первый разъ бЪлый шаръ или же’ черный 
и т. д. Поэтому если возьмемъ. напр. составъ 
урны изъ 3 бЗлыхъь и 2 черныхъ. шаровъ. то 
можно различать столько комбинацй, сколько 
будетъ перестановокъ изъ пяти элементовъ,. въ 
числ$ которыхъ 3 одинаковыхъ между собою и 
2 одинаковыхъ также между собою, а ‚число. это 
51 1. 2. 3: 4. 5 т 
вт. га = 10: | . 

Пусть теперь, при ‘этихъ условяхъ, задана. за- 
дача: урна содержитъ 5 шаровъ, бЪлыхъ ‚и чер- 
ныхъ, но въ неизвЪстномъ составз. Вынимаемъ 
шесть разъ, разумВется кладя всяк разъ вышну- 
тый шаръ обратно. Предположимъ, что всЪ:.6 
разъ мы вынули только по б310му. шару. Какова 
вЪроятность, что урна содержитъ только бВдые 
шары, т.е. что въ ней 5 бЪлыхъ‘ и ни одного 
чернаго? Легко:видЪть, что гипотезы 5 6. и. ч. 
каждая даютъ лишь по одной комбинащи, потому 
что если напр. вс шары б%лые и ` шары не-ну- 
мерованы, то все равно, какой считать первымъ 
‘или вторымъ, положевнымъ въ урну. | 

Гипотезы: 46. 1 ч. т ‚4 ч. 10; даютъ ао 
5 комбинаций по формул 2 ии — 


Гипотезы 3 6. 2 ч. или 3 Ч. 2 6. даютъ. о 
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комбинащ!. Поэтому, если первыя дв гипотезы 
считать первою и шестою, вторыя двз второю и 
пятою, третьи двЪ третьей и четвертою, вЪроят- 
ности ” вех этихъ причинъ будутъ пропорц1о- 
нальны числамъ 1:5:10:10:5:1. Но съ другой 
стороны, комбинащя, въ которой на № шаровъ 
имЗемъ бЪлыхъ напр. А есть причина, придаю. 
щая событю, т. е. вынутйю бЪлаго шара, вЪ- 


Л 


роятность =, при одномъ ‘вынути и вфроятность 
(7) при’ вынуЧяхъ. Такъ напр. одна изъ 
комбинащй 30. 2. ч. при 6 вынут яхъ придает 
появленю благо шара вЪроятность (5). По- 


этому, по теоремЪз Байеса. найдемъ, взявъ ком- 
бинацю`5 бфлыхъь 0 черныхъ, вФроятность того, 
что эта комбинашя и есть причина уже проис- 
шедшаго 6 разъ вынутя бЪлаго шара: 

58 | 
боле —, такъ какъ въ числитезВ и въ знаме- 


нател\ ве. на 56. 


Бертранъ р8шаетъ ту же задачу, вводя игру 
въ орлянку. Спрашивается, въ чемъ будетъ со- 
стоять измнене? 


`Въ пользу каждой изъ’ комбинац 5 6. ибч: 
мы тогда получимъ вЗроятности 1 (> Ре 0,03195. 
Въ пользу 4 6. 1 ч. или 4 ч. 1 6. получимъ 
(+ )’— 0.15655, такъ какъ имЪфемъ по 5 комби- 


нац. и т. д. Вмфсто орлянки можно было бы 
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прямо ввести вЪроятность б№40й масти, равную 


1 
5? Но и это безполезно. 


Въ концз концовъ, всВ множители вида, 
:1\5 
(> ‹ократятся, и разлище съ елучаемъ равно- 


о причинъ опредЗляется не орлянкой, 

& услошемъ различать шары въ уряЪ не только 
по цвЪту, но и по порядку, въ которомъ онЪ 
были положены. ВмЪсто порядка по времени 
можно было бы различать порядокъ, въ которомъ 
хежатъ шары, рядомъ или одинъ надъ другимъ, 
напр. въ цилиндрическомъ сосудф. 


О н5которыхъ кажущихся парадоксахъ при вычи- 
слени вЪфроятностей. 


Теоря вЪроятностей, боле всякой иной мате- 
матической теорш, изобилуетъ парадоксами. ЫЪ- 
которые изъ нихъ зависятъ просто отъ дурной 
постановки вопросовъ. Начнемъ съ одного изъ 
простзйшихъ парадоксовъ этого рода, а именно 
съ игры 65 четь и нечеть. 


Ира в5 четь и нечеть. Урна содержитъ из- 
вЪстное число шаровъ, вообще говоря, я шаровъ. 
Вынимаемъ наугадъ н$сколько шаровъ. Какова 
вЪроятность, чтобы число вынутыхъ шаровъ бы- 
10 четнымъ или нечетнымъ? 

Пусть напр. урна содержала три шара. На 
первый взглядъ кажется, что рЪшить задачу 
слдВдуетъ такъ: мы могли вынуть ибо 1 шаръ, 
либо 2 шара, либо вс 3 шара; всего три случая, 
изъ нихъ вынуте 1. или 3 шаровъ даетъ 2 бла- 
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гопрятныхъ случая въ пользу нечетнаго числа, 
стахо быть въ пользу нечетнаго числа имфемъ 


2 1 
вфроятность, равную -;› а въ пользу четнаго -- 


Если бы въ урнЪ ее 4 шара, то, повидимому, 
имЗемъ 4 случая (1, 2, 3 или 4 шара), ИЗЪ НИХЪ 
2 въ пользу нечета и 2 ВЪ пользу чета. Поэтому, 
‚можно думать, что для всякаго четнало числа, ша- 
ровъ въ урн, напр. для я т, всегда имЪемъ 


1 
> въ пользу чета и-х въ пользу нечета; а для 


нечетнало числа шаровъ, напр. дая п = 2т-{ 1 
имфемъ 7-1 въ пользу нечета. и т въ пользу 
чета. 


‘Такое рзшене имЪетъ, однако, смыслъ лишь 
въ томъ случа, если всевозможныя комбинащи 
съ одинаковымъ числомъ шаровъ признавать за 
одну комбинащю, т. е. если мы заранфе усло- 
вимся не различать шары индивидуально другъ 
отъ друга. Но такъ какъ это услове не введено, 
то приходится отличать, каше именно шары вы- 
нуты изъ числа всВхъ бывшихъ въ урнЪ. Если 
шары напр. занумерованы, или обозначены бук- 
вами, то такое различене становится обязатель- 
нымъ, какъ и во воЪхъ случаяхъ, гдВ мы имЗемъ 
какую либо возможность отличить одинъ шаръ 
отъ другого. Но въ игр въ четъ и нечетъ раз- 
личе между шарами создается самымъ числомъ 
выиут!й; чтобы вынуть 71075 и друюй шаръ, 
надо вынуть не одинъ, а два раза. Мы условимся, 
поэтому, различать комбинащи съ одинаковымъ 
числомъ шаровъ, но составленныя изъ разныть 
шаровъ. Наоборотъ, комбинацли, отличаюцтяся 
лишь перестановкою одних и тъжь же шаровъ 
въ разномъ порядкЪ, нами не различаются, пото- 


му что безразлично, какой шаръ считать 
первымъ и какой вторымъ. Поэтому необходимо 
вычислить число не херестановокь изъ извзстнаго 
числа элементовъ, & соединений изъ п элементовъ, 
взятыхъ по 1, 2 ит. д. до я включительно. 


И такъ: урна содержитъ ® шаровъ. Мы могли 
вынуть 1; 2, З ит. д. до я включительно шаровъ, 
и въ пользу каждаго изъ этихъ событЙ числа 


б + ев: 
случаевъ будутъ соотвЪтственно равны 9», Ч, “и 


п 
и т. д. до С, включительно. Назовемъ сумму 


этихъ чиселъ, т. е. число всЪхъ возможныхъ слу- 
чаевъ, буквою №. Но по формулЪ Ньютона, упот- 
ребляя выяененное-мною обозначене, можемъ на. 


писать разложеше (1 2) или (1 1). въ . вид 


1 2 п р | 
символа 1 С, С„.... С». Если основаше симво- 


ла, т. е. подразумФваемая буква х—1. то отсюда, 
найдемъ 


("1+ С, © + + 0 —1+М 


7 
Отсюда М=2 — 1 есть подное число случа- 
евъ; Лоранъошибочно полагаетъ, что общее чис- 
® . 
10 случаевъ равно 2. Онъ сюда причисляетъ вы- 


нуте нуля шаровъ, т. е. невынуте, что не вхо- 
дитъ въ услоше задачи. Не трудно теперь най- 
ти число случаевъ, благопрятствующихъ какъ 
чету, такъ и нечету. 


Въ пользу четноло числа имемъ комбинащи: 
С р] 4 . 
С„ Сьит.д. Если и четное число, то посл дняя 
7 


. п п-1 
‚ изъ комбинашй будетъ С» если нечетное, то С», 
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Въ пользу нечетнаю числа, имфемъ комбинащи 
С, с, ит. д. ыы (0 включительно, если я нечет- 


ное или до С”" включительно, если ® четное. 


По биному Ньютона не трудно найти при вся- 
комъ п, какъ уже было найдено 


(141 =1+ 0+ 6+... = 
Но точно также | 
(1—1) ее С» + С, -....=0 


Слагая эти два равенства найдемъ 


2+2 0+2С+.... 
Сокращая на 2, легко найдемъ: 
4 
С, + С»... т. е. сумма воЪхь четныхъ 


комбинацй (выражаемся такъ для краткости, нод- 
разумЪвая числа случаевъ въ пользу чета) равна 


п 
8 = РЯ ыыы АВ вы 


Но если вмЪсто сложешя двухъ написанныхъ 
выше равенствъ, вычтемь второе изъ перваго, то 
найлемъ: 


тс +2 С, +... 


Поэтому сумма всЪхъ «нечетныхъ комбинащй» 
(т.е. чисель случаевъ въ пользу нечета) равна, 


Е. 9 
+0, +... = 
Итакъ мы нашли: 


п® 
№, общее число случаевъ, равно 2 —1. 
| . п-1 
Число случаевъ въ пользу чета, равно 2 ^—1 


_ оп-Ё 
Число случаевъ въ пользу нечета, равно 2 
4 
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Поэтому Р, вЗроятность въ пользу чета, рав- 


в 
на >; 0; вВроятность въ пользу нечета, 
9—1 | 
п-1 
равна ————. Сумма этихъ двухъ вЗроятностей 
п-1 _ 1 | 
равна —_—_— — 1— достовзрности, чего и 
9 —1 


слЪдовало ожидать. 
Приведемъ примЗры. Пусть я = 3, т. е. въ 
урн три шара. Тогда вЗроятность въ пользу вы- 
2 


; 2 —1 3 
нут1я чета будетъ о а въ пользу нечета, 


ы ибо 9 =1 —Р. Это еще не кажется парадок- 


сальнымъ, потому что, когда число шаровъ не- 

четное, то сразу представляется, что зегче полу- 

чить нечетъ, чЗмъ четъ. Но возьмемъ четное чис- 
10 шаровъ, напр. 2 или 4. 
Для 2 шаровъ найдемъ: 
2—1 


1: 
Въ пользу чета, Е а, въ пользу не- 


чета, т. е. изъ 3 возможныхъ случаевъ ^два, 


3 ) 
будутъ въ пользу нечета. Это рёшеше на первый 
взглядъ кажется нелхВпымъ, такъ какъ, повиди- 
мому, возможны лишь 2 случая: |1 или о шара и 
первый въ пользу нечета, второй въ пользу чета. 
Но теоря и здЪсь ни мало не противорЗчить 
«здравому смыслу», она, лишь указываетъ на, заб- 
вене услошя различимости шаровъ. Пусть будутъ 
а и бэти шары. Тогда, возможны сяВдующе случаи. 
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1) Можетъ быть вынутъ шаръ а. 
2) Можетъ быть вынутъ шаръ 65. 


3) могутъ быть вывуты оба шара, при чемъ, 
такъ какъ расположеше шаровъ въ урн или 
внЪ урны для насъ, по условю, никакой роли. не 
играетъ, а играетъ роль лишь число актовъ вы- 
нут!я, то все равно, назовемъ ли мы эту комбина- 
ЦЮ а6 или ба; это будетъ дишь один случай. 

Поэтому. имфемъ три возможныхъ случая, изъ 
нихъ два первыхъ въ пользу нечета, т. е. въ 
пользу вынутя одною шара и одинъ въ пользу 
чета, т. е. въ пользу вынутя двухъ шаровъ.. 


Подобнымъ же образомъ, если имЗемъ всего 
у 03 8 
4 шара, то въ пользу нечета будетъ 9 = Ч5? 
7 
& въ пользу чета, > т.е. изъ 15 возможныхъ 
случаевъ будетъ 8 въ пользу нечета и только 7 въ 


пользу чета. 


`Но самыя условя игры въ четъ и нечетъ какъ 
разъ подходятъ къ нашему рёшен!ю; такъ какъ, 
напр. въ случа 2 шаровъ, мы, вынимая на удачу, 
вынемъ непремнно либо оба шара, либо одинъ 
первый, либо одинъ второй и нельзя утверждать, 
что эти два послВдне случая должны считаться 
за, одинь случай, ибо для нихъ требуются два; раз- 
личныхъ вынутЯя, а не одно и то же. 

Для 4 шаровъ 8 случаевъ въ пользу нечета 
сложатся изъ чиселъ, соотв тствующихъ числамъ 
а изъ 4 элементовЪъ по 1 ипо 3, т. е. изъ 


т+ - —.4--4 =8, а для чета надо взять 
сумиу С, С, = уЕ= 6+1=7. 


4* 
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Въ общемъ случаЪ, т. е. для » шаровъ (все 
равно, будетъ ли и четное или нечетное) не труд- 
но найти разность между вЗроятностями въ поль- 
зу нечета и чета. Разность эта, т.е. 9—Р, равна. 
07-1 | "1 1 1 
а Такъ какъ п не 
в "—1 1 
равно нулю, то эта разность никогда не безко- 
нечна, но при „ —=1 равна 1. ДЪйствительно, для 
однозо шара въ урнЪ, вЪроятность нечета 
равна достов®рности, а в фроятность чета, равна, 
нулю. Если »`>>1, То знаменатель дроби ‘больше 
чЪмъ при п = 1;` `чЪмъ больше я, ТВмъ разность 
между Фи Р меньше, а если » очень велико, то 
эта разность почти равна нулю. При п=10 имЪ- 
емъ 21° — 1024, а потому 9 — Р немногимъ меньше 
одной тысячной. 

Теоря вЪроятностей подтверждаетъ, поэтому, 
истины, давно по опыту извфстныя азартнымъ 
игрокамъ и состояпля въ сл$дующемъ: 


При игрЪ въ четъ и нечетъ, вызодние биться 
объ закладъ въ пользу нечетнаю числа, нежели 
четнаго. 

Эта выгода тЪмъ значительнфе; чфмъ меньше 
число шаровъ въ урнЪ. Для 0вужль шаровъ въ 
урн, бьющйся объ закладъ за нечетъ, т. е. за 
вынуте однозо шара, имЗетъ вдвое больше шан- 
совъ выигрыша, ч$мъ противная сторона. 


Выгода въ пользу нечета уменьшается, по 
‘мВрЪ увеличеня числа шаровъ, но все таки 
всегда остается, такъ какъ шансы уравниваются 
лишь при безконечно великомъ числ шаровъ. 


Р%шен1!е предполагаетъ, разумЗется, что вы- 
нут1е какого либо опредзленнаго напр. 1 шара 


53 


есть событе равновозможное съ вынутемъ 2 оп- 
ред$ленныхъ шаровъ и т. д. На практикВ можетъ 
случиться совсВмъ не то: напр. если взять шары 
величиною съ большое яблоко, то вЪроятность 
захватить одною рукою изъ урны пятьдесятъ 
такихъ шаровъ равна рулю. Но теорм нЪтъ ни- 
какого дла до такихъ физическихъ или механи- 
ческихъ осложневн!й, и вмЪсто вынутя шаровъ 
можно напр. писать знаки и заставлять против- 
ную сторону. угадывать число ихъ. Такъ можно 
задать задачу: на листЪ бумаги написана либо 
одна изъ буквъ @, или Ь либо обВ выВет%. Ка- 
кова вЪроятность въ пользу обЪихъ буквъ. Оче- 


1 
видно -_ ибо всфхъ три случая: 1) написана од- 


3 

на, буква а, 2) написана одна буква 6, 3) написа- 
ны обЪ буквы (въ какомъ порядк8— это не р 
нимается во вниман!е); этотъ послы случай и 
есть единственный (изъ трехъ возможныхъ), бла- 
гопрятствующий четному числу. При этомъ, ра- 
зум$ется, предположено, что написан!е одной 
буквы такъ же возможно, какъ и другой и какъ 
обЪихъ вмЪстВ, чего можно достичь, поручивъ 
написане буквъ какому либо механическому ад- 
парату, независящему отъ воли игроковъ. 


Если, по примВру Лорана, признать невыну- 
те. ни одного шара также однимъ изъ возмож- 
ныхъ случаевъ, тогда, по моему мнзн!ю, прихо- 
дится допустить, что нуль есть число, в при томь 
число четное; но тогда шансы игроковъ сравня- 
ются. Иначе разсуждаетъ Лоранъ: вычисливъ вс’ 
возможные случаи съ прибавкою нуля, онъ при 
вычислещи благопрятнаго чету числа случаевъ 


, 0 
отбрасываетъ эту прибавку. Такъ какъ С, — 1, 
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о 1 ® з 
то найдемь С, + р ... + С, —= о число 
всЪхъ случаевъ и изъ нихъ въ пользу чета бу- 


о 12 п-1 | | 
дуть С ЕС... = и столько же въ поль- 


зу нечета. Напр. для 2 шаровъ найдемъ 4 слу- 
чая: 1) Не вынуто ни одного шара. 2) Вынутъ 
шаръ, который назовемъ первымъ. 3) Вывутъ 
второй шаръ. 4) Вынуты оба шара. Изъ этихъ 
случаевъ (считая нуль четнымъ числомъ), по Ло- 
рану, одинъ будетъ въ пользу чета. 


Такое рёшене вызвано т®мъ, что въ обыден- 
ной жизни никто ие скажетъ: не вынуть ни одною 
шара значить вынуть четное число шаровь. РЗ- 
шен1е Лорана тЪмъ не мене неправильно, такъ 
какъ, опредфливъ общее число случаевъ одвимъ 
больше, чЁмъ слВдуетъ, онъ затЪмъ отказывается 
присоединить этотъ лиш! случай къ составу 
задачи; у него выходитъ, что событ1е: «число вы- 
нутыхъ шаровъ будетъ или четнымъ или нечет- 
нымъ» не достовВрно, такъ какъ остается еще 
взроятность, что число это не будетъ ни четнымъ, 
ни нечетнымъ, т. е. что вовсе не будетъ вынуто 
ни одного шара. Намъ кажется, что такое р%ше- 
ве только запутываетъ очень простую задалчу, 
вовсе не требующую введен!я случая, когда ни 
одинз шаръ не былъ вынутъ. 


Такъ наз. петербурекая задача. Задача эта 
состоитъ въ сл$дующемъ: 


Два игрока играютъ въ орлянку на особыхъ 
усломяхъ. Первый, котораго назовемъ А, броса- 
етъ монету; если получится орелъ, онъ уплачи- 
ваетъ второму два рубля; если получится рЪшет- 
ка, онъ еще ничего не получаетъ, но долженъ 


вое. 


бросить снова; если орелъ получится при второмъ 
метани, онъ уплачиваетъ противнику четыре руб- 
ля. Если получится вновь рЪшетка, А опять бро- 
саетъ монету и т. д. Однимъ словомъ, игрокъ А 
‘бросаетъ монету до тЪхЪ поръ, пока, наконецъ, 
не получится орелъ. Если это произошло при 
третьемъ бросаши, то В получить 23 — 8 рублямъ, 
если при четвертомъ, то В получит 54 — 16 рублей, 


если при „—томЪъ, то 2” рублей. 

Такъ напр. если 9 разъ сряду выпала р№шетка, 
а на 10-ый разъ—орелъ, то В получитъ 20—1024 
рубля, а если орелъ впервые выпалъ только послЪ 
30 или 40 бросай, то В получитъ баснословныя 
суммы. Если бы орелъ впервые выпалъ только 
при 100 бросани, то мы получили бы число, со- 
держащее 31 значущую цифру. Д.йствительно, 
логариемъ 2 равенъ 0.30103 (при основан и 10), 
стало быть логариемъ 219 равенъ 30,103...., & 
если характеристика—=30, то число, соотвЪтству- 
ющее логариему, имЪетъ 31 цифру. 

ВЪроятность получить орель при одномъ бро- 


>. & при к бросашяхъ «повторная 
1 \к 1 

вЪроятность» будетъ равна, (>) изи —. 

Задача, состоитъ теперь въ слБдующемъ: опре- 
дФаить, какъ велика должна, быть ставка второю 
игрока для того, чтобы шансы обоихъ игроковъ 
были равны? 

Для р8шеня этой задачи, Даншилъ Бернульи 
и друПе математики придумали цЪлую особую 
теор1ю, установивъ понятя о «математическомъ» 
и «моральномъ» ожидании. 

Начнемъ съ разъясненя перваго изъ‘ этихъ 
понятй. 


сани равна, 


оВЕ. 


Математическое ожидане. Такъ называется 
въ теори вЪроятностей произведенше изъ ожи- 
даемаго выигрыша на вЪроятность его поду- 
чен1я. | 

Отсюда ясно, что для петербургской задачи 
найдемъ: 

‚ Чри первомъ бросави вЗроятность орла, т. е. 


выигрыща для второго игрока равна — о › а сумма, 


уплачиваемая ему первымъ игрокомъ равна 1 
рублю, поэтому математическое ожидаше ‘выра- 


1 
жается произведетемъ 2 Хх 5 = 1. 
Если орелъ получается т со второго раза, 
г 
10 «ожидае» равно — ж4—=1 ит. д. 


Обычное рзшене о рЕОЕОВ задачи со- 
стоитъ въ томъ, что ставку второго игрока счи- 
таютъ равною сумм воЪхъ этихъ математиче- 
скихъ ожиданй, соотвЪтствующихъь выигрышу 
при 1, 2. Зит. д. бросашяхъ до п включитель- 
Но. Сумма эта равна, 


хех ч+.... ах — = 


ее 
Выходитъ, поэтому, что напр. при 10 броса- 
шяхъ второй игрокъ можетъ выиграть боле 
1,000 р., но его собственная ставка должна со- 
ставить 10 рублей. Если игра должна быть кон- 
чева въ 100 парт (бросанй), то второй игрокъ 
можетъ выиграть сумму, превосходящую вс3 6бо- 
гатства, въ м]Ъ, его ставка должна составить 
лишь 100 рублей. Нравда, вЗроятность получить 
упомянутую баснословную сумму настолько ни- 

чтожно мала, что почти равна нулю. 
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СОтраннымъ образомъ, математики прошлаго 
столЪт1я и первой половины нын®шняго взка, со- 
чли такой результатъ въ высшей степени пара- 
доксальнымъ и обиднымъ съ точки зря вто- 
розо игрока. По ихъ мнЗию, второй игрокъ хишь. 
при отсутстыи здраваго смысла можетъ согда- 
ситься на такую игру и рисквуть; хотя бы сот- 
‘нею рублей, ради ожидан1я выигрыша миеической 
суммы, которую можно написать помощью 381 
цифры, но о которой нзтъ возможности даже со- 
ставить надлежащаго представлен1я. 

Это справедливо въ томъ смыслЪ, что всякая 
азартная игра противна благоразумю. Но часто 
забываютъ, что чВмъ больше ожидаемая выгода, 
тВмъ больше долженъ быть и соотвЪтственный 
рискъ. Если игра опредЗлена въ 100 парт, то 
второй игрокъ будетъ въ самомъ неблагопраят- 
номъ положени, если, поставивъ на ставку 100 
рублей, проиграетъ первую же партю, на кото- 
рую первый игрокъ поставилъ 1 рубль; однако 
здВеь нЪтъ никакой обиды для второго игрока, 
такъ какъ они рёшили не прекращать игры съ 
первой же „рВшетки“, но взамЪнъ возмож- 
ности проиграть 100 рублей, второй игрокъ 
имЗетъ, хотя и слабую возможность, выиграть 
боле того, а именно 128 рублей въ 7 парт; да- 
ле онъ имЗетъ (хотя еще болЪе слабую) воз- 
можность выиграть 256 р. въ 8 парт, 512 р. 
въ 9 парт, 1024 р. въ 10 парти и т. д., тогда 
какъ первый игрокъ ни въ какомъ, даже самомъ 
благопрятномъ для него, случаЪ, не можетъ 
выиграть свыше 100 рублей, а проиграть можетъ 
гораздо больше. Положен1я игроковъ, конечно, 
весьма различны: при опредВленномъ числ пар- 
т первый игрокъ можетъ проиграть очень боль- 
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шую сумму, но зато вЗроятность этого большого 
проигрыша, очень ничтожна; второй игрокъ мо- 
жетъ проиграть не свыше 100 рублей, но зато 
со второй уже парти его шансы на выигрыштъ 
малы. Предвльный случай будетъ тотъ, когда, р- 
шено играть, хотя бы безъ конца, пока, наконецъ, 
не выпадетъ орелъ, т.е. пока второй игрокъ на- 
вЪрное не выиграетъ. Это. случай самый выгод- 
‘ный дая второго игрока. Въ такомъ случа онъ 
пр1обрЪтаетъ ничтожно малую вЪроятность вы- 
играть безконечно великую сумму денегъ. Но съ 
другой стороны, и его собственная ставка, при 
‘этихъ усломшяхъ, должна, быть безконечно велака, 
потому что сумма ряда, 


2.1 4.1 8.1 2 
а Ра ооо а ‚.-1 


равна и, которое, по предположен!ю, здВсь равно 
безконечности. Само собою разумЪется, что это 
лишь теоретический случай, показывающий, однако, 
что если я не безконечно, а лишь очень велико, 
то для второго игрока пробрЪтается очень малая 
вЗроятность выиграть огромную сумму, но соот- 
вЪтственно тому, его стазка должна быть также 
большой, и онъ можетъ проиграть значительную 
сумму. Не мзшаетъ замЪтить, что ставка второго 
игрока, какъ бы она велика ни была, всегда, 
меньше наибольшей суммы, которую онъ можетъ 
выиграть, потому что 2” всегда больше и; при 
п—=1 имемъ 2"—=2, при п=2 имфемъ 22—4, 
при я =3, найдемъ 23 —=8 ит. д. и легко видЪть, 
что отношеше — возрастаетъ до безконечно- 
сти по мЪрЪ увеличеня ”. Итакъ, хотя при без- 
конечномъ числ игръ, ставка второго игрока 
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безконечно велика, но зато посхВдняя стьвка, пер- 
ваго игрока безконечно велика по отношен1ю къ 
ставкВ второго игрока, или, какъ говорятъ, есть 
безконечность высшаго порядка. Это снова, пре- 
дВльное, чисто теоретическое разсуждене; въ. 
прим нев!и въ практик оно показываетъ, что, 
при большомъ числ парт, ставка второго игро- 
ка всегда очень велика, за то ставка  перваго, 
сначала малая, постепенно’ возрастаетъ на, столь- 
ко, что въ огромное число разъ превышаетъ все- 
гда, одинаковую ставку противной стороны. Этимъ 
и уравниваются шансы обоихъ игроковъ, чего 
никакъ не хот®ли допустить старинные матема- 
ТИКИ. 

Собственно въ теори математическаго жида 
тя для насъ нЪтъ ничего новаго; съ этимъ по- 
нятемъ мы частью уже ознакомились, р$шая за- 
дачу Паскаля. Какъ замтилъ еще Паскаль, по 
правиламъ всякой азартной игры, каковы бы ни 
были ставки, съ момента начала игры, ставки 
эти перестают быть собственностью игроковъ и 
становятся собственностью игры, Т. е. дозжны 
быть раздФлены между обоими игроками (или от- 
даны одному изъ нихъ), смотря по ходу игры, 
причемъ чВмъ меньше вЪроятность выигрыша, 
даннаго игрока, тЪмъ меньшая доля чужой 
ставки принадлежитъ ему. Право игрока на, чу- 
жую ставку поэтому опредЗляется произведен!- 
емъ изъ этой ставки на вЪроятность выигрыша 
или, что тоже, тою долею ставки, которая опре- 
дфляется числомъ благопрятныхъ этому игроку 
случаевъ, по сравненю съ полнымъ числомъ слу- 
чаевъ; эта, доля по опредВлен1ю и есть «матема- 
тическое ожидане» игрока; если это ожидане 
различно для каждой новой парти, то для пол- 
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ной игры надо сложить вс «ожиданя», указан- 
ныя отдЪльными партями, что и было сдЪлано 
для «петербургской задачи»; для математическаго 
равенства игры, остается допустить, что вто- 
рой. игрокъ ставитъ сумму, равную своему «ожи- 
дан!ю». 

ТБ, кому подобное рёшене и теперь еще пред- 
ставляется парадоксальнымъ, не должны забы- 
вать, что правила азартныхъ игръ не имЪютъ 
ничего общаго ни съ благоразумемъ, ни съ мо. 
ралью, и что математическое равенство игры не. 
исключаетъ величайшаго риска для играющихъ 
сторонъ. Конечно рисковать даже суммою въ 10 
р., чтобы пробрЪеть ничтожную возможность 
выиграть 1024 р., неблагоразумно; но не менЪзе 
неблагоразумно и со стороны перваго игрока 
‚удвамвать ставки въ каждую парт!ю; потому что, 
какъ на грФхъ, можетъ случиться, что онъ, дй- 
ствительно, проиграетъ 1024, тогда какъ вы- 
играть. можетъ не болЪе 10 р. съ парти. Въ пер- 
вую же партю онъ точно также можетъ про- 
играть свой рубль, какъ и выиграть чужую став- 
ку, а въ четвертую парт!ю можетъ уже проиграть 
16, т. е. больше чВмъ выиграть. 

Бертранъ рзшаетъ петербургскую задачу еще 
инымъ способомъ, который ему кажется болВе 
простымъ и боле убЪдительнымъ, съ чЪиЪъ, од- 
нако, трудно согласиться. Пусть напр. игра дол- 
жна быть кончена въ 30 парт или, какъ выра- 
жается Бертранъ въ 30 бросавй (сопрз). `Наи- 
большее число случаевъ, соотв тствующее 30-ому 
бросаню, будетъ 23°, что составляетъ немногимъ 
болЪе милмарда— для краткости, скажемъ, мил- 
пардъ. Бертранъ беретъ ставку перваго игрока 
въ первую партю въ одинъ франкъ (& ве въ 
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2 фр). Ноэтому математическое ожидан1е в770роо 
1 1 п 1 п 
игрока, равно +2. 1+... 2 ИВ 


2—1 2 
Если представимъ себЪ, что игроки переиграли 
этотъ милл1ардъ или точн®е 23° парт, то мож- 
но апр1орно предположить, что половина, т. е. 
500 милмоновъ, выпала въ пользу второго; за 
каждую партю при одномъ бросаши второй по- 
лучитъ. по франку, итого 500 мила. фр. Изъ оста 
ющихся 500 милл1оновъ «парт», можно предпо- 
дожить, что половина будетъ въ пользу выпаде- 
шя орла; послВ выпавшей уже, по допущеню, рЪ- 
шетки, за, эти 250 милл. парт второму сл$дуетъ 
по 2 фр. т. е. опять 500 мила. и т. д., за вс же 
30 бросавйй ему слЗдуетъ 15 милмардовъ на мил- 
ардъ парт, т. е. по 15 фр. за партю. Тако- 
во математическое ожидаше перваго игрока. 
Или, если взять общИЙ случай: изъ 27 партий по- 


ловина, т. е. 271, будетъ въ пользу того, что 
второй игрокъ сразу получитъ орла, т. е. полу- 
читъ по франку, всего на его долю придется 2"! 
франковъ; изъ остающихся 2”! парт будетъ 
половина, т. е. 27-2 въ пользу того, что за пер- 
вой ршеткой послфдуетъ вторымъ—орелъ, что 
дастъ второму игроку 2” х2 — 2-1 фр. и т. д., 
всего же ему слВдуетъ за вс и бросай и. 2" 1 
у . ®. . 
на 2 парий или на одну партю, что и 
составляетъ его ставку. Р$Ьшене это сложн$е 
перваго, требуя милмардовъ парт! тамъ, гдЪ 
достаточно 30 бросанй. Едва ли такое р®ше- 
ве удобно, такъ какъ надо перепробовать вс 
милЛарды случаевъ, на, что. потребовались бы вЪ$- 
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ка, тогда какъ 30 бросай (в0прз) можно съиграть 
въ часъ. 


Старинные математики р®шали петербург- 
скую задачу иначе. Николай Бернульи предло- 
жилъ ее, не давъ рёшен!я; его двоюродный братъ, 
Данилъ, придумалъ въ пользу второго игрока, 
т. е. того, который ожидаетъ «милмардовъ въ 
туманЪ», особую «моральную теорю, состоящую 
въ слВдующемъ: 


100 милмоновъ и 100 милмоновъ = 200 мил- 
зоновъ. 200 милмоновъ вдвое болЪе чЪмъ 100 
милоновт. 100 милл. рублей, прибаваяенныхъ къ 
100 милмонамъ рублей, конечно, дадутъ 200 мил- 
моновъ рублей; но богатство въ 200 милл. руб- 
лей вовсе не вдвое больше, чЁмъ 100 м. богатство. 


Эту удивительную «моральную» теор1ю Д. Бер- 
нульи доказывалъ тЪмъ, что удвоеше богатства 
не удваиваетъ потребностей человЪка, что само 
по себЪ довольно сомнительно, такъ какъ «по- 
требности», вызываемыя богатствомъ, вещь весь- 
ма растяжимая. . 


Блестяпий` популяризаторъ Бюффонъ изложихъ 
ту же теорю Бернульи въ н%Ъсколько болЪе убЪ- 
дительной форм; онъ.заявилъ, что. рубль для 
бЪлняка значитъ столько же только 1000 р. для 
богача. Это, конечно, боле справедливо, но до 
этого. нтъ никакого дла теор азартной игры. 
Какъ бы то ни было, Д. Бернульи далъ’ такое 
.рЪшене задачи: приращеве богатства къ дан- 
ному уже богатству имЪетъ моральное значеше 
не по абсолютной, а по относительной величинЪ, 
т. е. по процентному отношеню къ ‘раньше быв- 
шему богатству. На этомъ основаи напр. 1 р. 
прибавленный къ 1000р., имЗетъ моральное зна- 


« 
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` 


чен!е ‚ т.е. такое же, какъ 1000 р., прибав- 


1 
1000 
ленныхь къ миллону. Законъ этотъ онъ 
считалъь строю справедливымъ лишь для очень 
малыхъ приралценй. Если чье-либо богатство 
равнялось а, и увеличилось на, очень малую вели- 
4, то моральное значеше этой посл дней суммы 


а 
составляеть -„_ если же допустить, что богатство 


возрастало незамЪтно, путемъ безконечно - ма- 
лыхъ приращев1й, то можно доказать, что дости- 
гаемая отъ приращен1я а, на замЪтную величину 
6, выгода измЗряетъ натуральнымъ логариемомъ 


я Ф а ‘ 
отношеня ыь Доказательство здЪеь въ текст® 


опускаемъ, хотя оно требуетъ знашя лишь эле- 
ментовъ интегральнаго исчислевшя 1). 

Не смотря на все остроуме этой теор, до 
сихъ поръ еще фигурирующей во многихъ кур- 
сахъ теори вЪроятностей, она вскорВ станетъ 
однимъ  историческимъ  воспоминашемъ; ни- 
какого научнаго значеня за ней признать нельзя, 
исключая упражневя въ выкладкахъ. 

Впрочемъ моральная теоря Д. Бернульи, какъ 
и слфдовало ожидать, привела къ очень ут ши- 
тельнымъ нравственнымъ выводамъ. Ради курь- 
еза, приведемъ ихъ. 

Прежде всего, Бернульи доказалъ, что мо- 
ральное значене данной суммы меньше, если это 
выигрышъ, чВиъ если та же сумма есть проиг- 


') но состоитъ просто въ томъ, что моральное зна- 
чен1е безконечно малаго приращен!я 4х въ ботатству х 


измфряется отношенемъ т интегрируя это выражен1е 


между предЪлами а и а-+{-Б получимъ $ (а--Б)—®. 


м 


рышъ, другими словами, выиграть напр. 10 руб., 
данному лицу доставить не такое удовольстве, 
которое можно’ было бы сравнить съ неудоволь- 
стыемъ отъ проигрыша 10 рублей. Можно, по- 
видимому, разсуждать такъ: моральное значене 
10 руб., по отношеню къ первоначальной сумм 
скажемъ къ богатству въ 1000 р., всегда равно 


100; В© 10 р., мензе значатъ по отношеню къ 
1010 р., (въ случа выигрыша) чЪмъ по отно-. 
шеню къ 990 (въ случа проигрыша). Но если 
строго держаться гипотезы Бернульи, то Это до- 
казательство неправильно; можно доказать его 
похожене помощью  логариемовъ. Моральное 
значен1е данной суммы 0, ебли это выигрышъ, 
а--Б 
а 
ное богатство; въ случа же проигрыша имЗемъ 
а_Б 


измЪряется ‘логариемомъ гдВ а первоначаль- 


натуральный логариемъ —— Но не трудно до“ 
2 
казать, что 2 2 | 
`а--Б _ а 
. [—— меньше 7{—- 
а ав 
‚ 2 р 
Д\йствительно, { а ЗВ, — = | а 
пе ) 


вторая часть, какъ логариемъ правильной дроби. 
(предполагая 6 не больше чВмъ а, т. е. что выир- : 
рышъ или проигрышъ не превышаетъ первона- 
чальнаго богатства—иначе и нельзя въ случа 
проигрыша) есть величина отрицательная; поэто- 
му, по абсолютной величин, моральное. звачене 
проигрыша, равнаго 6, больше, чВмъ такого же 
выигрыша, при такомъ же первоначальномъ 
богатств. | 
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Другой нравственный выводъ Д. Бернульи, 
Лапласа и др. старинныхъ математиковъ, состо- 
итъ Въ томъ, что всякая игра или закладъ, даже 
при полной математической справедливости, мо- 
рально невыгодны. 

Доказательство довольно сложно, и его тВмъ 
‘удобнфе можно опустить, что вредъ азартной 
`°игры долженъ быть выясненъ и чисто логиче- 
скимъ путемъ, безъ всякаго моральнаго ожида- 
ня, просто на, томъ основани, что безумно риско- 
| вать даже малой суммой ради ничтожной вЪроят- 
ности получить хотя бы огромную сумму и не 
менЪе безумно рисковать огромною суммою, хотя 
бы съ малой вЪроятностью потери. 


Теория ошибокъ при наблюденяхъ. 


Мы приближаемся теперь къ самой интересной 
и важной части нашего очерка. Теоря, о которой 
идетъ теперь р®чь, создана, главнымъ образомъ, 
гевемъ Гаусса, и какъ трудно было придумать 
эту, повидимому, простую теорю, видно изъ того, 
что попытка создать ее не удалась ни Эйлеру, ни 
Бернульи, ни Лагранжу, ни Лапласу. Гауссъ вос- 
пользовался своего рода Колумбовымъ яйцомъ. 
Въ то время какъ друге математики придумывали 
чрезвычайно сложныя гипотезы, онъ избралъ са- 
мую простую,—можно сказать, самую грубую и 
доставленную повседневнымъ опытомъ и практи- 
кой. Эта гипотеза и оказалась согласной съ фак- 
тами, изобильно доставляемыми всЪми наблюда- 
тельными и опытными науками. 

‚ Когда въ теори вЪЗроятностей говорятъ объ 
ошибкахъ, то прежде всего необходимо знать, о 
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какихъ ошибкахъ идетъь рзчь? НевЁ8рные вЪсы 
даютъ всяЙ разъ ошибочныя показаня; но каж- 
дый физикъ знаетъ, что на вЪсахъ съ неравны- 
ми плечами рычага можно произвести вЪрное_ 
взвзшиваше, и притомъ разными способами, 
напр. по методу двойного взвзшивашя. Такого 
рода ошибки, зависяция отъ постоянныхъ условй 
наблюденя, называются постоянными и подле- 
жатъ прямому раскрытю и изслЗдованю, съ 
цфлью избЪжать ихъ. Эти ошибки не имЗютъ ни- 
какого отношеня къ теорм вФроятностей. То же 
относится и къ постояннымъ ошибкамъ, опредЪ-‘ 
ляемымъ постоянными свойствами самого наблю- 
дателя, напр. къ ошибкамъ, зависящимъ отъ его 
близорукости или недостаточно остраго слуха. 
Въ теори вЪроятностей подлежатъ изслВдо- 
ваню лишь таюя ошибки, которыя, какъ гово- 
рятъ, случайны, или, точн%е, опредфляются сте- 
чешемъ весьма, многихъ сложныхъ и не подзежа- 
щихъ непосредственной оцнкВ условй. Опыть 
показалъ, что если наблюден1я производятся воз- 
можно точно и правильно, то все-таки результаты 
многочисленныхъ измВрев! одной и той же ве- 
личины не вполн® сходятся между собою. ИзмЪ- 
ривъ несколько разъ одну и ту же величину од- 
ними и тЪми же измрительными приборами, мы 
получимъ почти одн и то же, но все-таки не аб- 
солютно тз же цифры; различе можетъ оказать- 
ся въ десятыхъ, сотыхъ, тысячныхъ доляхъ, 
смотря по точности методовъ изм5решя. Произ- 
ведя значительное количестве измЪренй, мы убЪ- 
димся, что одни изъ нихъ дадутъ болышя, дру- 
пя меньшия числа. Опыть показалъ, что наийлуч- 
п1е результаты достигаются въ томъ случаз, 
если мы выберемъ среднее изъ полученныхъ чи- 
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селъ, а именно среднее ариеметическое; другими 
словами, опытъ согласуется съ предположешемъ, 
что, при достаточномъ количеств опытовъ, по- 
‘ложительныя ошибки уравновЪсятся съ отрица- 
тельными; это въ высшей степени простое и бо- 
гатое посл$дствями предположеше и было сд?- 
зано Гауссомъ. ` 

Необходимо помнить, что, во всякомъ случа, 
это не боле какъ зимотеза, не могущая имЪть 
притязая на абсолютную точность, ни на под- 
ную достовЗрность, и что окончательнымъ м*- 
риломъ является опыть. Пусть будеть х неиз- 
вЗетная точная величина, подлежащая измре- 
НЮ, 1, а2, @3,..... ат приблизительныя величи- 
ны, полученныя нами при разныхъ измЗрешяхъ. 
Допустимъ, что при каждомъ измВрени вкрады- 
вается, вслждетвие неточности приборовъ, н%ко- 
торая постоянная ошибка, равная, скажемъ, 4 1) и 
которую надо прибавить, чтобы исключить вяше 
неточности. Тогда не трудно придумать таюя вы- 
раженя, на; которыя’ эта постоянная ошибка, не- 
окажетъ никакого вмяшя. Составимъ прежде все- 
го среднее ариеметическое изъ наблюденныхъ 
величин з.. Мы получимъ. 


: и @2-+.... а 


тя = т, гдз т 


есть среднее ариометическое при измЗрени не- 
точнымъ приборомъ. 

Теперь исключимъ постоянную ошибку, т. е. 
прибавимъ по 4 къ каждой изъ величинъ (и, а2 
и т. д. Найдемъ 


1) Это конечно, лишь простёйшее предположене: изм$- 
рев1я могутъ имфть и болфе сложный характеръ. 
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а.--4-а,+44+..... Нав аа, ... вы Ч па 


® п 


= 7% -- 4. 


Другими словами. если къ среднему ариемети- 
ческому изъ я измЪренйй прибавимъ ту же по- 
правку 4, какая придана къ каждому отдльному 
изм ренйю, то исправленное среднее будетъ точ- 
нымъ математическимъ среднимъ между всфми 
исправленными велизинами. Это можно выразить 
короче, сказавъ, что „поправка постоянной ощиб- 
ки сама собою исправляетъ и среднее ариеме- 
тическое". 


Впрочемъ, не одно среднее ариеметическое 
облалаетъ этимъ свойствомъ. Условимся называть 
всякое выражене, составленное изъ нЪсколькихъ. 
величинъ, функщей этихъ перем нныхъ и будемъ 
обозначать напр. выражен!е. составленное изъ 
а, @2,..... @п или функщю этихъ величияъ 
такимъ образомъ Ф (и, @,...., ав). Вообще 
говоря, съ измЗнешемъ и, а2 и т. д. измЗнится 
и самая функция; очевидно напр., что если изм3 . 
нить выражеше а?--а2 такимъ образомъ, что @ 


увеличится вдвое, а» увеличится втрое, то наша. 
функщя а2--а2 также увеличится и притомъ бо- 


лВе, чВмъ вдвое. Однако, бываютъ и так я функ-. 
ци, которыя при извЪетнаго рода измБнени со- 
ставляющихъ ихъ величинъ не измфняются вовсе. 
Такъ напр. а— аз есть такая функщя отъ ии 
а», т. е. Такое выражеше, зависящее отъ вели- 
ЧИНЪ 01 И 42, Что если будемъ увеличивать 01 и аз 
одновременно на одну и ту же величину, напр. 

прибавимъ, какъ къ а1, такъ и КЪ 42, по пяти 
единицъ, то самая функщя не измЪнится, ибо 
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а--5— (а2--5)=а1— а2. Свойство это раздЪляютъ 
вс вообще выраженя вида: 


Ф (а—а>2, и— аз, а2—@3,....., п — т -1) 


т. ©. функщи сосставленныя изъ разностей дан- 
ныхъ величинъ, если самыя данныя величины одно- 
временно увеличиваются или уменьшаются на одну 
и ту же величину, напр. на величину 4. ПримЪромтъ, 
можетъ служить выражене (а — аз)? (а — аз)-- 
(а—а2)3, представляющее функцию двухъ вели- 
чинъ, именно а1 и а2. 

Предъидупия разсужден!я приводятъ насъ къ 
сяВдующему. Если мы нашли помощью измзренй 
приблизительныя величины 01, а42,...:., @п иесли 
при каждомъ измВрен1и была сдЪлана постоянная 
ошибка 4, то такая ошибка не окажетъ ни ма- 
зЪйшаго вяня на выражене вида 1) Ф (и—а2. 
а -—@3, @2—0@3,.....,@п — @т -1), составленное 
изъ разностей величинъ полученныхъ при нашихъ 
измВреншяхъ. Можно поэтому сказать, что поправ- 
ка постоянной ошибки никакого вмятшя на выра- 
жене 1). которое для краткости будемъ называть 
буквою Ф., не оказываетъ. 

Теперь мы на минуту яредиоложимз, что за- 
‘конъ Гаусса не вЪренъ и что если и измБренай 
даютъ намъ величины 01, а2..., ап. то слБдуетъ 
взять не среднее ариеметическое и, а нЪкоторую 
другую величину, которую назовемъ М и о мате- 
матическомъ характер которой мы еще ничего 
не знаемъ. | 

Допустимъ, что мы открыли постоянную ошиб- 
ку и устранили ея вмяше. Тогда среднее ариеме- 
тическое исправится само собою. Но исправится 
ли`‘на ту же величину также М, этого мы не знаемъ 
и не можемъ знать. СдЪлаемъ новое предположе- 
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не, а именно, что М имфетъ форму т-+- Ф, гдЪ 
Ф. есть выражеше извЪстнаго намъ вида,.состав- 
ланное изъ разностей ал —а> и проч. Исправимъ 
постоянную ошибку; мы получимъ тогда вмЪсто 
т величину и-[а, а вмЪсто Ф` снова, получимъ Ф, 
стало быть 2 исправится на ту же величину 4, 
какъ раньше т. Ясно, такимъ образомъ, что если 
судить только по вмян!ю поправки, получаемой 
исправлешемъ постоянной ошибки, то гипотеза, 
Гаусса не болЪе имфетъ за себя, нежели гипоте- 
за, что наилучшимъ выборомъ будетъ величина, 
т+Ф, гдЪ.т есть среднее ариеметическое, а Ф 
выражене, составленное какимъ-бы то ни было 
образомъ изъ разностей нашихъ наблюденныхъ 
данныхъ, напр. выражен!е вида (а! — а2)3-Н(а1 — аз) 
-Н(а2— аз) ев -Н(а» — @- 1)3. 

Но кром$ исправленшя постоянныхъ ошибокъ 
есть друпя данныя, позволяющая заключить, что 
гипотеза Гаусса боле вЪроятна, чЪЗмъ всякая 
другая. 

Можно было-бы сказать, что величина 77, какъ 
боле простая нежели т--Ф, лучше удовлетво- 
ряетъ присущему нашему уму. стремленю къ 
упрощен!ю, и такъ какъ въ пользу т*-ЕФ, во вся- 
комъ случа, нельзя сказать боле, чВмъ въ 
пользу 7и, то мы и выбираемъ гипотезу Гаусса. 
Но это чисто метафизическое соображеше. Под- 
вержденемъ гипотезы служитъ лишь ея. без- 
престанная провЪфрка фактическими  резуль- 
татами. Такъ, въ нЪкоторыхъ случаяхъ, мы 
можемъ предсказать жпочный результатъ чисто 
теоретически: во всЪхъ такихъ случаяхъ, резуль- 
таты, согласные съ гипотезой Гаусса, оказыва- 
ются, при достаточномъ числ и точности изм?- 
рев, наиболВе пригодными. 
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Есть, впрочемъ, одинъ примЁръ, заимствован- 
ный нами у Бертрана, въ которомъ гипотеза, Гаусса, 
какъ будто оказывается строго точною. 

Предположимъ, что въ урн находится, въ 
неизв стной пропорщи, н%Ъкоторое количество 
бЪлыхъ и нзкоторое количество черныхъ шаровъ. 
Мы вынули всего № шаровъ, изъ нихъ а, оказа- 
лись бЪЗлыми. Какова вЪроятная пропорщя тфхъ 
и другихъ въ урн до начала опытовъ? 

При нашемъ вынути изъ № шаровъ а, бЪлыхъ, 

® а 
т. е. пропорщя равна у. 

СдЪлавъ Ё такихъ вынут, получимъ пропорщи 
т ит. д. до" ” включительно. Для всЪхъ и вы- 
нутий если вн разъ вынимаемъ по № шаровъ, 
Ре. - Нав 

п м 


и т. д. Ноесли взять 


получимъ, по закону Гаусса, т. е. 


среднее ариеметическое отъ м 


случай, когда » М№ = общему числу шаровъ въ 
урн, то’ ясно, что а1 + 42+... в. есть общее 
число бывшихъ въ ней бЪлыхъ шаровъ (ибо. вс 
шары были вынуты, въ томъ числ№ и вс бЪлые), 
такъ что пропорщя пы строю то- 
® 5 

чна, & не приблизительна. Итакъ въ этомъ слу- 
ча среднее ариеметическое въ точности равно 
искомой величин. 

ПримЪръ этотъ, однако, нельзя считать дока- 
зательствомз закона Гаусса; по той простой при- 
чинз, что въ данномъ случа вс отдЪльныя 
измЪрешя ине приблизительно, & строго точны, 
ибо основаны на точном» сосчитывани числа, 
шаровъ, какъ всфхъ вынутыхъ, такъ и одвихъ 
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бЪлыхъ; не удивительно, что и результатъ полу- 
чается математически точный, если, наконецъ, 
вынуты 6всъ% шары; наоборотъ, пока не будуть 
вынуты 66%, онъ вообще окажется неточнымъ, 
какъ бы ни было велико число вынут. Пусть 
напр. всЪхъ шаровъ было 36, изъ нихъ бЪлыхъ 
12 и каждый разъ мы вынимали по 6 шаровъ, 
при чемъ оказалось: 


Порядокъ Число выну- Изь нихъ 

вынут1я. тыхь шаровъ. бЪВлыхъ. 
1-ый разъ 6 4 
2-ой » 6 3 
3-й › 6 1 
4-ый » 6 2 
5-ый »` 6 1. 
6-ой » 6 1 
Итого вынуто... 36 12 


| : 12 1 | 
Точная пропорщя составляетъ т = збВлыхъ, 


но если мы вынемъ лишь 4 раза, то получимъ 
4--8--1--2 _ в 5 
3 во == — 15. что даетъ совершенно неточ- 
ное ее объ истинной пропорщи для 
полнаго числа шаровъ; а между тЪмъ число это 
согласно съ средним ариеметическимъ, ибо 


имЪемъ: средн. арием. ‘отъ 4, 3, Ги 2 есть 


4--3--1-3 1 

Ре 2 о ИЛИ $5 ЧТО даетъ на 6 шаровъ 
. } о! | 

пропорщю бЪлыхъ, изм5ряемую числомъ и 


5 | 
или т Съ другой стороны, если бы вынуты были 


вст ше то получили бы среднее ариеметическое 


ЕЕ =2, т. е. 2 бЪлыхъ шаровъ на 6 
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вынутыхъ или 1 на 3, что не приблизительно, 
} 12 
& точно равно истинной величин* с 


ПримЗръ этотъ, какъ сказано, существенно 
отличается отъ тЪхъ, которые даются сопостав- 
ленмемъ наблюденй, въ томъ отношении, что здесь 
совсЁмъ не входитъ понят! прибдизительнаго 
изм$реня. Вынувъ въ первый разъ 6 шаровъ и 
изъ нихъ 4 бЪлыхъ, мы вовсе не приблизительно, 
а, совершенно точно. ‘опредВляемъ для перваго 


вынуйя пропорщю В а р ь точно' 
также для второго вынут!я - или ит. д., и само 


собою разумЗется. что результатъ опредВлится 
числомъ вынут. ТЪмъ не мене, если бы число 
шаровъ бызо весьма велико, напр. вифсто 36 мы 
имВли бы 36000 шаровъ, изъ которыхъ 12000 
бЪлыхъ, то предполагая, что мы вынимаемъ по 
6 шаровъ и что бЪ$лые шары перем$шаны въ 
урн достаточно равномВрно, мало вЗроятности 
допустить, чтобы мы имфли напр. 6000 вынутай 
каждое съ 4 бЪлыми шарами на 6 шаровъ, тогда 
какъ въ среднемъ имфемъ 2 на 6. Чаще. будутъ 
встрЗчаться случаи съ 1, 2 и 3 бЪлыми шарами 
на 6 шаровъ. Во всякомъ случа, при очень боль- 
шомъ числ шаровъ, примфръ этотъ можетъ 
послужить, если не для доказательства, то для 
иллюстращи закона среднихъ чиселъ. 

Разъ мы примемъ постулатъ Гаусса, даль- 
нВйпия  слфдетыя выводятся  математиче- 
скимъ путемъ, хотя, слВдуетъ признаться, что 
сверхъ гипотезы средняго ариеметическаго при- 
ходится сдВдать еще нЪкоторыя добавочныя 
предположеня, которыя, вытекаютъ изъ са- 
мой неопредЪленности задачи. Необходимо имен- 
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‚но допустить, Что возможны ошибки всякаго род\, 
такъ что можно подобрать дв ошибки, между 
которыми разность можетъ быть сдВлана, сколько 
угодно малою и что стало быть число возмож- 
ныхъ ошибокъ безконечно велико. Мы сначала, 
разсмотримъ очень большое число ошибокъ, & 
затВмъ, взявъ пред®лы, получимъ случай, тре- 
буемый теорей. 


И такъ, мы ставимъ вопросъ слФдующимъ 
образомъ. 


Допустимъ, что каждая „случайная“ ‘ошибка 
составляетъ результатъ совмЪетнаго дЪйствя 
весьма, большого числа, независимыхъ источниковъ 
ошибокъ. СлЁдетыемъ является весьма больщое 
число возможныхъ ошибокъ, частью положитель- 
ныхъ, частью отрицательныхъ. Мы предполагаемъ, 
что положительныя ошибки такъ же возможны, 
какъ и отрицательныя. Пусть будетъ я число 
источниковъ ошибокъ, А положительная ошибка, 
Б отрицательная. сли произведемъь я опытовъ, 
и разсмотримъ всевозможныя сочетая А съ В, 
то получимъ различныя ошибки. Пусть будетъ 
ф вЗроятность А, 4 противовЗроятность А, равная 
вЪроятности ВБ, ибо ошибка непремфнно должна, 
быть или положительной, или отрицательной. По 
теори, выведенной нами для вЗроятностей повтор- 
ныхъ опытовъ, не трудно опредЪлить вЗроятность 
любой изъ комбинащй между А и В въ течеше 
» опытовъ. Стоитъ составить разложене бинома 


(р--4) ® =1, въ которомъ р=а=5 ‘какъ выше 
сказано. Д»Ъйствительно, общ чан, бинома 
(р--9)% имВющий видъ я р" 4"? выражаеть 
вфроятность, что въ течене и=т,-{т, опытовъ’ 
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А повторится т, разъ, В повторится т, разъ въ 
любомь порядк. 
Этотъ обпий членъ легко ВЫЧИСЛИТЬ, цока я 


небольшое число. Но если бы задались ЦлЬю 
10001 - 645 355 
вычислить напр. рт 5Ы В | 
коэффищента представило бы инейреодолимыя 
трудности, даже при употреблени логариемиче- 
скихъ таблицъ. Въ виду этого, въ высшей степени 
важно для приложен теори вФроятностей рас- 
полагать формулою, позволяющею хотя прибли-‘ 
зительное опредЪлеве такихъ чиселъ, какъ напр. 
1.2. 3.4...... 999.1000. Такая формула была 
’ выведена Стирлингомъ; самый выводъ не можетъ 
быть здЪсь данъ, требуя слишкомъ длиннаго 
уклоненя въ сторону, но формулу необходимо 
знать, хотя бы въ первомъ приближении. 
Формула Стирлина гласитъ слБдующее: при 
достаточно большомъ я, можно принять съ зна- 
чительной степенью приближеншя, что отношевше 
между 1. 2. 3..... п, или по принятому обоз- 


то вычислене 


® ® . -® (2 / 
наченю, между и! и выражещемье и |/2=т 


(гдЪ е=2,71828 .... есть основае натураль- 
ныхъ логариемовъ, & п =3,141592 .... число, 
выражающее отношене окружности къ даметру) 
стремится къ 1. Поэтому, при весьма, большомъ 
п можно: принять: | 


1. 2.3... иже "и" У? кп 


Даже при такомъ маломъ числ$ я, каково и=20 
формула, эта оказывается не безполезною. ДЪйстви- 
тельно, а умножен1емъ мы на- 
шли бы 1.2.3.4..... 20—20! —29.432.902.008.176. 
640.000. Формула, же Стирлинга дастъ число 
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2.422.786.385.510.400.000. Ошибка, конечно, ка- 
жется огромною. но она не больше той, какъ если 
бы вмЪсто 1 цой и 417 стотысячныхъ мы взяли 
бы ровно 1. Посл этого отступленя, возвра- 
тимся къ нашему вопросу, т. е. къ теорйи слу- 
чайныхъ ошибокъ. 

Мы замтили, что если р есть вЗроятность 
положительной ошибки А, 4 вЗроятность отрица- 
тельной ошибки В, гл р-+а=1, р=а= 1 
то члены бинома, (р-++а)» выражаютъ вфроятности 
‘развыхъ повторныхъ комбинашй А съ В. Спра- 
шивается, какая изъ комбинац наиболВе вЪро- 
ятна? Надо вычислить наибольпИй членъ разло- 
жешя (ра. НаиболВе вЗроятна та, комбинашя, 
въ которой, на я опытовъ, числа событ Аи В 
соотв®тетвеннно пропорщональны ихъ взроятно- 
стямъ, т. е. соотвЪтетвенно равны яр и па (при- 
чемъ ир -- ид =", ибо р + 4 = 1). Искомая нам- 
большая вЪроятность выражаетсл поэтому фор- 
мулой 

- п! 


(пр)! (па)! 


Но если вмФсто выражен1й вида и! подставимъ, 


р —” ® 
по формул Стирлинга. выраженя видае п 


у 2 =пто получимъ, зам чая, чтор-+а=Т, 


посл всЪхъ сокращенй, выражеше наибольшей 
взроятности 


1 


ия 
У 2-1 


Если я очень велико, то рт близко къ нузю, т. е. 
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всЪ вообще повторныя комбинащи ошибокъ очень 
мало взроятвы. 
`Такъ какъ р = 1 = !/з то имВемъ еще проще 


1 1 1 
Рт — т | и: 
у" туз 


Такова наибольшая вФроятность какой бы то ни 
было комбинащи элементарныхъ положительныхъ 
и отрицательныхъ ошибокъ. . 

Еще боле важно опредЗлить вЪЗроятность, 
соотв тствующую `заранЪе предположенной ве- 
личинв ошибки. Пусть х есть величина ошибки, - 
рх соотвЪтственная вЪроятность. Въ такомъ слу- 
ча. различными способами доказываютъ, что 


ЗдЪесь й есть нзкоторая положительная посто- 
янная, зависящая отъ избранныхъ единицъ мВры, 
4 есть малая величина, обозначающая разность 
‘между двумя возможно близкими ошибками, изъ 
которыхъ одна’ есть 1, & другая ближайшая къ 
ней х-- 4. Лля того, чтобы показать, что раз- 
ность @ относится именно къ ошибкЪ 2 и смеж- 
‚ вой съ нею, можно приписать къ 4 знакъ т. е. 
написать 4х, подразумЪ вая подъ этимъ разумВется 
не произведеше (4 на х, но 4 относящееся къ х, 
подобно тому какъ [1 означаетъ натуральный ло- 
гариемъ отъ х или относящийся къ х, а не ‘про- 
изведене изъ [ на 5, или какъ зщ х означаетъ 
синусъ отъ х. Въ предЪлЪ, безконечно малую раз- 
ность между двумя смежными значешями х, т. е. 
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между хи х-- 4 или между`х их -- 4х (по на- 
шему новому обозначеню), т. е. величину 4х нз- 
зываютъ дифференщаломъ отъ х или просто диф- 
ференщаломъ х. Поэтому нашу формулу для вЪ- 
роятности ошибки, причемъ величина, самой ошибки 
заранзе нам чена и должна быть_= т, эту фор- 
мулу можно написать такъ 


Доказать эту формулу не особенно трудно, но что- 
бы не отвлекаться отъ нашего главнаго предмета, 
мы только намютимь ходъ доказательства, пре- 
доставляя читателямъ самимъ развить подроб- 
ности, или найти ихъ въ спещальныхъ трактатахъ. 
Мы замВтили, что общ членъ (р - 9)" имЗетъ 
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‚р @4 . Поэтому можемъ на- 


ВИЛЪ —_ 
^ 97 / То! 


писать тотъ же обшаЙ членъ, который назовемъ 
хотя бы р» ‚ пользуясь формулой Стирлинга, въ 
вид, аналогичномъ тому, въ какомъ мы написали 
наибольшЙ членъ рт. ЗатВмъ можно найти отно- 
шеше между общимъ членомъ ри и этимъ наиболь- 
шимъ членомъ рт. Пользуясь затВмъ опредълен- 
ем числа е, т.е. основашя неперовскихъ логарие- 


1. а 
мовъ, которое выводится какъ предаъ (1 -- =>) 


при безконечномъ возрастани а, оказывается 
возможнымъ найти приближенныя выраженя для 
отноше между лЪвымъ членомъ нашего бинома 
и наибольшимъ общимъ. Но въ перевод на 
обыкноненный языкъ это и значитъ найти отноше- 
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а - 
н|е между вЪроятностью ошибки, ииВющей любую 
величину, и наибольшей, вЗроятностью сдВлаль ка- 
кую бы то ни было ошибку. Эта наибольшая вЪ- 


1 
роятность намъ уже известна и равна у 
к 


Ч 


А 


у - = Рт, стало быть, извЪстна и вЗроят- 
м | 


{ 


2 


Ф (ы 
ность ре, если опредлено отношеше Е 


‚ & это 
И 


и достигается выше намЗченнымъ путемъ. 
Выражаясь боле строго, слВдуетъ сказать, 


‘что вЗроятность 
е. ах | 
у ` 


есть вФроятность того событя, что ошибка за- 
ключается между величинами 7 и х + 4%. 


Очевидно, что чВмъ больше постоянная й, тВмъ 
быстрзе убываетъ и стремится къ нулю в3- 
роятность` ошибки, по м$рВ увеличейя самой 
ошибки. ДЪйствительно, выражене 

- 2 


йе № 
е 
при большомъ й и быстро возрастающемъ х очень 
скоро стремится къ нулю. Поэтому. Гауссъ на- 
звалъ величину й мюриломь точности, а Лапластъ. 
вфсомъ наблюденй. ЧЪмъ больше й, тЪмъ ме- 
нЪе,вЪроятна сколько-нибудь крупная ошибка въ 
данномъ рядЪ наблюдений. 
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Эмпирическое установлене закона, связывающаго 
величину ошибки съ вфроятностью ея появлений. 


Найденный Гауссомъ законъ 

й -Й2 2? - 
Е ах 
у: 
выражающий вЗроятность того, что ошибка при 
наблюдени заключается между х и + 4х, хотя ‘и 
вытекающий изъ постулата, относительно средняго 
ариеметическаго, какъ было выяснено, не можетъ 
считаться доказаннымъ чисто логически, безъ по- 
мощи опыта. Но если такъ, то не мМ6шаетъ попы- 
таться вывести тотъ же законъ чисто эмпири- 
ческимъ путемъ, изъ самыхъ наблюденй, не опи- 
раясь Ни на каше апрорные принципы. 

Каждая наблюдательная и опытная наука 
доставляетъ обильный матералъ для провЪрки 
этой гипотезы; всего удобнфе воспользоваться 
данными астрономи. ИзвЪстный астрономъ Брад- 
лей опред$лилъ помощью меридавной трубы раз- 
ность между прямымъ восхождешемъ нзкоторой 
звЪзды и точки весенняго равноденствя, обозна- 
чаемой въ астроном1и буквою т. Всего было про- 
изведено 470 наблюденй. Истинная величина, 
искомой разности изъ опыта, неизвестна; беремъ, 
поэтому, среднее ариеметическое и изслдуемъ, 
каковы уклоненя отдфльныхъ наблюден!й отъ этой 
средней величины. 

Данныя, приведенныя. Брадлеемъ, т. е. непос- 
редственные результаты его наблюден!й, незави- 
симыя отъ какой либо гипотезы, дали саВдующя 
уклоненя, частью положительныя, частью отри- 


Ра = 
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цательныя, отъ средвей- величины, выраженныя 


въ секундахъ. я 


Между 0 и0/1. 94 уклонешя 
 01»0,2.. 38 . » 
» 02»0.3 78 » 
» 03»0/4. 58 » 
» 04»0,5. . 51 » 
» 0,5 »0,6. .,. .36 » 
» 06»0,7. . 26 » 
» 0,7 » 0,8... . 14 » 
» 08»0,. 10 » 
» 0,9»1,0. 1 » , 

Свыше —» 1. 8 » 

Итого. .. .470 


Эти результаты показываютъ, что для даннаго 
ряда наблюдений, вЪроятность, чтобы ошибка, была, 


94. 
заключена между 0 и 0,1 равна 470 с, ВЪроятность, 


чтобы ошибка была, заключена, между 0,9 и 1,0 


7 
равна сои т. д. Оказывается, что крупныя 


ошибки встрЗчаются значительно рЪже, чВмъ 
мелвя, другими словами, что величина вЗроятности 
сдЪлать нзкоторую ошибку находится въ. нзкото- 
ромъ обратномъ. отношени къ величинВ самой 
ошибки. Это ясно ‘апрлорно. Д?Ъйствительно, мы 
предполагаемъ, что приборы достаточно хороши 
и наблюдатели достаточно искустны; постоянныя 
или систематическмя ошибки, по возможности, 
исключены; случайныя же ошибки не могутъ быть 
очень большими и чЪмъ онЪ больше, тфмъ менфе 
вЪроятны, т. е. рёже встрЗчаются. Необходимо, 
однако, точнзе опредЗлить характеръ зависимости. 

Е 
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между двумя величинами — величиною вЪроятности 
ошибиться и величиною самой ошибки. ; 

Если изъ двухъ величинъ одну разсматривать 
какъ зависящую отъ другой, то первая, вообще го- 
воря, измВняется. при измнени второй и въ очень 
многихЪ случаяхъ можетъ быть выражена по- 
средствомъ этой второй величины и различныхъ 
постоянныхъ, зависящихъ отъ избранной единицы 
мЪры. Та величина, ‚ которая измВняется независи- 
мо, называется перем нною независимою, а та, 
которая зависитъ отъ этой перем нной И 
выражается при ея помощи, называется функщей 
этой перемЗнной. ПростЪйпий способъ изобразить 
зависимость одной величины отъ другой, это 
способъ зрафическ. Пусть дана величина х, 
могущая принимать различныя, непрерывно измЪ- 
няющ1яся значешя, и другая величина у, завися- 
щая отъ х. Тогда р есть функщя отъ 5, что выра- 
жаютъ обозначешемъ у=Ё- (2), другими словами 
у есть нзкоторое выражене, составленное изъ х 
и постоянныхъ величинъ. Если мы знаемъ харак- 
теръ этого выражешя, то получимъ уравнеше 
между у и 2. Такъ если напр. у прямо пропорцю- 
нально 1, то зависимость выразится уравнешемъ 
/=а. Это уравнеше очень легко изобразить гра- 
фически. Возьмемъ любую точку О и назовемъ ее 
началомъ координалъ, проведемъ. двз взаимно 
перпендикулярныя прямыя ОХ и ОУ и называемъ 
первую осью 2, вторую осью у. Подобно тому, какъ 
на картЗ положене точки опредВляется широтой 

и долготою, мы можемъ опредЪлить положен 
любой точки М на плоскости ОХУ двумя раз- 
стоямями этой точки, а именно отъ горизонталь- 
ной оси ОХ и отъ вертикальной ОУ. Опустивъ 
‘изъ Л перпендикуляръ на, ОХ въ точку Р, назо- 
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вемъ разстояе Мотъ ОХ, т. е. длину РИ парахл- 
лельную ОУ, буквою у; а разстояше ОР, буквою 
д; разстояще х считается положительнымъ отъ 
О къ Р,—скажемъ слЪва направо, —разстояне 
3 признаемъ положительнымъ отъ Р къ М, скяа- 
жемъ, снизу вверхъ. Если построимъ рядъ точекъ, 
удовлетворяющихъ уравненю у==ал, напр. точку 
М, съ «координатами» х, иу, (величины хи 
у называются координатами точки М), точку 
М, съ ‚координатами х, и У, и т. д. то изъ 
уравненй у: = ах: , у,=@х, и т. д. найдемъ 
о т. д. откуда сразу ясно, по теорш про- 
4 

порц1ональныхъ лин и изъ подобя. прямоуголь- 


ныхъ треугольниковъ, что точки О, М,, М, ит. д. 
гежатъ на одной прямой, на которой находится и 
точка 2. Итакъ, уравнене у=ах зрафически изоб- 
ражается прямою ОМ. Аналогичнымъ образомъ 
можно изобразить и любое уравнеше вида у=й (г), 
но вм$сто прямой будутъ, вообще говоря, полу- 
чатся кривыя линш, порою очень сложныя, если 
выражене } (5) достаточно сложно. Условимся 
теперь отлгать на оси х величины ошибокъ при 
наблюденяхъ. Если вЪроятность зависитъ отъ 
величины ошибки, т> повидимому, всего удобнЪе 
отлагать на оси у величины вЪроятностей и 
построить кривую, изображающую зависимость 
у отъ х. Такое построеше, однако, сопряжено съ 
трудностями. Такъ въ приведенномъ нами при- 
мзрЪ, мы вовсе не знаемъ 'вФроятности. каждой 
данной ошибки, намъ извЪстна лишь вЗроятноеть 
того, что ошибка заключена между предЪлами 
напр. между 0,1 и 0,2 и вообще между хих +8 
гдЪ. $ есть нзкоторая небольшая, но не безконечно 
малая величина, называемся конечною разностью 
6* ° 
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между двумя «смежными значенями 5х» или короче 
конечнымъ интерваломъ. ВмВсто 8 мы будемъ, 
писать $7 чтобы обозначить, что этотъ интервалтъ 
относится именно къ х (не слЗдуетъ смЗшивать 
это обозначене съ произведешемъ изъ $ на х). 


Отложивъ ошибки на оси х, возьмемъ напр. 
х=0 и 1=0, 1 и возстановимъ соотвзтственвые 
перпендикуляры. На перпендикулярЪ, возстано- 
яленномъ изъ конца лиши, равной х=0,1 строимъ 
теперь такую кривую у=у (2) чтобы ея площадь 
изобразила сумму вЗроятностей всЗхъ ошибокъ, 
т. е. достовЪрность, равную 1, т же части пло- 
щади нашей кривой, которыя заключаются между 
перпендикулярами къ оси 5, возстановленными 
изъ точекъ 2=0, х=0,1, затВмъ х=0,1 и 2=0, 2 
и т. д. заимствуются изъ таблицы, приведенной 
выше. Такъ площадь между х=0 и х=0,1 должна, 


быть равна р = 47 (ибо мы разсматриваемъ лишь 


положительныя ошибки, а ихъ столько же, сколько 
отрицательныхъ), между 0,1 и 0,2 беремъ 44 и 
т. д. всего же 470 и эту послВднюю площадь 
принимаемъ за 1; поэтому площадь между 
х=0их=0, 1 въ нашихъ единицахъ м3ры 


авна -- ый 
р 470 - 10 


Даля большей ясности читатель‘пусть построитъ 
чертежъ по слВд. указайямъ. Изъ точки О про- 
водимъ горизонтально, слЗва, на, право, прямую ОХ. 
На ней отлагаемъ, принявъ за 1 линейной мЗры 
сантиметръ, длины равныя 1,2, Зи т. д. милли-. 
метрамъ т. е. 0,1 ит. д. нашей 1 длины. Изъ с0- 
отвЗтственныхъ точекъ на ОХ, которыя зануме- 
руемъ цифрами, 1, 2, 3 и т. д. возстановимъ 
перпендикуляры къ ОХ. Первый перпендикуляръ 


ит. д. 
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доведемъ до такой точки №, чтобы площадь пря- 
моугольника 011 (изъ № опускаемъ еще пер- 
пендикуляръ на ОУ) равнялась 47 квадр. санти- 
метрамъ. Изъ точки 2 возстановляемъ перпенди- 
куляръ 2.М» такой длины, чтобы новый прямо- 
угольникъ, полученный, когда опустимъ изъ ЛМ 
перпенд. на, 1741, имВлъ площадь равную 44 и т. д. 
Соединивъ точки М, ЛМ ит. д. грубо намВченною 
кривою, получимъ нЪкоторую кривую, приблизи- 
тельно выражающею законъ зависимости у отъ 5. 
Величину удх можно разсматривать какъ бы без- 
конечно-узкую площадь или какъ вЗроятность со- 
отвзтствующую не конечному интервалу 5х, а 
безконечно малому интервалу или дифференщаху 
ах. Сравнивая нашу кривую съ разными другими 
кривыми, изсяВдованными аналитически, не труд- 
но м что ей удовлетворяетъ уравнее вида 
у—ае гдз аий двВ постоянныя, которыя 
надо опредЪлить, пользуясь нашими наблюден1ями. 
Чтобы провЗрить эту формулу, достаточно вета- 
нить вмзсто х два значешя х напр. х=0 и х=0,1 
и вычислить площадь твЪтственнаго прямо- 
угольника, опредЗливъ Яо формул 


у=47,365 е_ Я 
=> 9 х.. 


Итакъ, чисто эмпирическимъ путемъ мы нашли 
схвдующее: , — вла, 

‚Если дано уравнене вида у=ае : то мож- 
но опред®лить постоянныя @ и # такъ, чтобы вЪ- 
роятность р. того, что ошибка наблюдешя заклю- 
чается между 5 и #--5х, съ значительною степенью 
точности выражалась отношешемъ между пло- 
щадью кривой между двумя соотвЪтственными 
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вертикальными координатами (ординатами) и пло- 
щадью всей кривой, т. е. площадью между кривой 
и осями координатъ. Но если вместо х взять 
очень большую положительную величину, то не- 
посредственнымъ измВрешемъ ие трудно убЪдить- 
ся въ слВдующемъ: 


— 33 р 
Если имЪемъ кривую у=ае ’ то та часть 
площади этой кривой, которая заключена между 
2—0 и очень большимъ х, стремится къ предЪ- 


9 И = 


Такъ какъ кривая симметрична для одинако- 
выхъ положительныхъ и отрицательныхъ значеий 
х, (эте видно изъ того, что замфна -х посред- 
ствомъ —х не изм№няетъ 12, а стало быть не. 
измЗняетъ ни —й2172, ни 9), то отсюда вытекаетъ, 
что площадь кривой, заключенная между т=. 
+ 1.000.000 и х =— 1.000.000 равна приблизи- 


тельно и у к, а между д =-- их =— © 70ч- 


о а 
но равна =. У = п 


щадь» кривой буквою ' Ру“ ощадь кривой между 
хи х-- $2 обозначимъ хотя бы черезъ р. Тогда 
найдемъ по предъидущему: вЗЪроятность того, 
что ошибка заключена между хих-- вх равна 
отношеню между площадями ри Р, т. е. 


Назовемъ ь,Эту «полную` пзо- 


Площадь 75 ‚, если 8х достаточно малый ин- 
тервалъ, приблизительно равна площади прямо- 
угольника уёх. Если жезх взять весфма малымъ, 
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т. е. взять вм$сто конечнаго интервала 51 диф- 
ференщаль 4х, то можно безъ всякой зам тной 
ошибки принять, что соотв®тственная площадь 


__ №22 
равна уах, т. е. равна ае т р. Въ этомъ случа 


р 
—й 21? 


у - 
ае ах й 


— 122 . И: 
ый — е ах. Эта, послЗдняя вели- 
а т 


написавъ р, вмфсто р найдемъ — ыы 


чина выражаетъ, какъ видно изъ предъиду- 
щаго, вЗроятность ошибки между хи х-+ 4%, 
т. е. то, что мы называемъ Рх. ИмЗемъ поэтому 


| А га 
т 


& это и есть формула Гаусса, доказанная на, этотъ 
разъ чисто эмпирически,. т; е. на основан?и наб- 
люденй Брадлея. Чтобы убЪдиться, что въ этомъ 
результат изтърпросдого совпаденя, возьмемъ 
примЗръ совсВмЪ др ‚ рода. Генералъ Дид1- 
онъ произвелъ изсл дов выстрЪВловъ изъ пи- 
столета въ мишень и дзмВрилъ уклонен!я пули 
отъ цВли. Для однообразЗ1я результатовъ, вс из- 
иЪреня производились по горизонтали, отсчиты- 
вая отъ вертикали, проходящей черезъ центръ 
мишени. Пистолетъ не обнаружилъ чувствитель- 
наго яостоянназю уклонешя; но искуссный стр?-° 
локъ стрЗлялъ каждый разъ возможно тщатель- 
но, поэтому наблюденныя уклоненя подходятъ 
подъ категорйю случайныхъ. Результатъ былъ’ 
слдующй. . 


Рух = 
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Между Ои 5 сант..... . 24 уклонемя 

я 5»10 » ге. 00 » 

» 10» ›..... 18 » 

» 15»21 » Ее. МЕ » 

» 21»206 » п И ВЕ | » 

> 26»31 » а 8 » 

» 31» 38 » в. а 5 » 
сх» 38»45 » ..... 3 » 
Свыше В. ще 1 » 


Построивъ кривую съ соотвЗтственными пзо- 
щадями по горизонтальнымъ координатамъ (абс- 
циссамъ) 0, 5, 10 ит. д. и площадямъ 24, 20 и 
т. д. (такъ какъ. здВеь мы не отличаемъ положи- 
тельныхъ уклоненй отъ отрицательныхъ) лег- 
ко убЪдиться, что точки, опредЪленныя соотвЪт- 
ственными ординатами (вертикальными коорди- 
натами) всЪ будутъ находиться на кривой 


о НОЕ (0,03692х )? 


т. е. кривой того же вида: 


и что, стало быть, ВЫ ность ошибки заклю- 


чающейся между х Иг-- 4х снова выразится 
формулою Гаусса: Е 
о Я, 
рх = е ах. 


у 
Формула, эта, до такой ‘степени точна, что вся- 
к разъ, когда рядъ наблюденй ей не удовлет- 
воряетъ, ближайшее изслЪдоване показываетъ, 


что мы пропустили какую либу постоянную или 
вообще систематическую ошибку. 


< 


Ва" 
Кривая, выражающая уравнене вида 
_й *е 
у — ае 
называется кривою впроятностей. СдЪлаемъ еще 
одинъ шагъ и мы очутимся въ области, устра- 
шающей большую часть читателей, незнакомыхъ 
съ началами высшаго анализа. Впрочемъ для этого 


не потребуется ничего, исключая одного знака. 


Паощадь, заключенная между ординатами, со- 
отвтетвующими абсциссамъь х и х- 4х, весьма, 
приблизительно равна у4х, т. е, площади прямо- 


‘угольника съ основашемъ @ и высотою у. 


_ Придадимъ къ х- 4х еще новое приращеве 


ах, получимъ новый прямоугольникъ, немногимъ 


отличающийся отъ предъидущаго и т. д.; всю пло- 
щадь кривой можемъ раздЪлить на таке безко- 
нечно узые прямоугольники. Назовемъ второй изъ 
нихъ у: 47, гДЪ 9, есть ордината, соотв тствую- 
щая абсцисс 2. =х- 4х, трет пусть будетъ 
> 4х и т. д. ихъ общая сумма начиная съ 4х и 
оканчивая нзкоторымъ прямоугольникомъ уп 4х п 
будетъ удх -- у, ах, .-- 4» дл +..... т т. 
Взявъ безконечное число такихъ прямоугольни- 
ковъ составимъ конечную площадь, соотвЪтетву- 
ющую конечному интервалу 4х. ВмЪЗсто суммы 


такихъ прямоугольниковъ напишемъ знакъ Ра 


(интегралъ), обозначающий сумму непрерывно из- 
мняющихся, т. е. безконечно мало между собою 
отличающихся слагаемыхъ, и получимъ выражене 


у 4х, которое и обозначитъ площадь нашей 


кривой; но чтобы точнфе выразить, между какими 
крайними абсциссами взята эта площадь, припи- 
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шемъ 0обЪ крайшя абсциссы, х и т Ах, одну 


снизу знака ‚ другую сверху, т. е. напишемъ 
х + 
ра = у 4х, гдз р, есть площадь 


уЯ 
кривой между абсциссами хи х-{лх. Это спра- 
ведливо для любой кривой. Въ частности, для 
В 2? 


кривой въроятностей т. е. дяя кривой у =ае 
д--Ах 


® —й>? 22. 
найдемъ Рд = / ае ах 


УЯ 
Пользуясь тзмъ же обозначешемъ, можно удобно 
выразить въроятность ошибки, заключенной не 
между тих 4х, а между — хи { 1. 
ВЪроятность ошибки между хи х-- 4х выра- 
жается формулой 


А е—й? =? 


ВЪроятность ошибки между — т и + х можно 
разсматривать, какъ полную вЗроятность, состав- 
ленную изъ суммы безконечнаго числа, такихъ в3- 
роятностей, какова, рх. Назовемъ эту полную вЗро- 


— 
ятность звакомъ Р_,, тогда получимъ 


р —й? 272 


—ш = фе ах 
п 
—Х 
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Если ВЗЯТЬ 5 = с> и вставить въ эту формулу, то 
получимъ вЗроятность того, чтобы ошибка, имЗла, 
какую угодно величину, ибо между — <> и -{-<> по- 
мЬщаются вс конечныя величины. ВФроятность 
эта очевидно равна достоврности, т. е. 1. По- 
этому имфемъ 


о ты 


ах 


. — 2‘? У к 
откуда И е ах = о 
—с 
— р 272 
выражеше для полной площади кривой у =е 
допущенное нами раньше (причемъ можно умно- 
жить обЪ части равенства на @) безъ доказа- 
тельства и доказываемое обыкновенно совсЗмъ 
другими премами, изучаемыми въ интегральномъ 
исчислении. 


ео 22 
Выраженше Гат у ах, которое обо- 


значимъ черезъ Р, въ свою очередь можно раз- 
й 


3 
—й2 27? 
е . Выражеше это, играющее такую суще- 
ственную роль въ теори вроятностей, приходи- 
10сь бы всяюй разъ вычислять съизнова, поэтому 


существуютъ таблицы, значительно облегчающ1я 
выкладки. 


сматривать какъ площадь кривой у — 
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Если положимъ 1х — откуда х — —- тотакъ 
{ . 
какъ й, & стало быть и —- есть постоянный мно- 


житель, очевидно при измнеши хна, 4х, величина 


| [и 
= измВнитея на —- ибо / останется безъ пе- 


ремЪны, а $ измФнится также безконечно мало. 


й 
ВмЗсто Р поэтому можно написать уд Е 


{2 


; р й 
е № или, что то же и га г е 4. (дЪйстви- 
й 


тельно, есть знакъ суммы и изъ за этого 


знака можно вывесть общаго множителя, а подъ 


знакомъ уд можно производить любыя сокра- 
: и 
щен1я дробей). Такъ какъ величина, г т 


разъ на всегда извЪстна, то задача опредВлешя 


НН 
площади (или что то же, интеграла) Р\. состав- 
ленной изъ безконечно малыхъ прямоугольниковъ 

— 
вида е Ох и ограниченной осями координатъ 
в 
(осью Фи осью у) и кривою вида у=е; это опре- 
дфлене и производится посредствомъ такъ наз. 
й ы —Р 
таблицы интеграла, тих е 4 который 


принято обозначать знакомъ Ф(#), означающимъ 
нфкоторую функцю отъ # Если мы раньше опре- 
дЗляли вВроятности ошибки, заключенной между 
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=-+ аи х=— —а, то замЪЗняя х черезъ # беремъ 
перемнную, которая въ № разъ больше прежней, 
такъ какъ {—йх. Ноэтому и предЪлы для ошибки 
мы должны увеличить во столько же разъ, т. е. 
опред$лить вФроятность ошибки, заключенной 
между г —--1аи {—=— йа (вФроятность, чтобы 
ошибка равная #, заключалась между + йа та же 
жа и вЗроятность, чтобы ошибка, равная х, т. е. 


—в заключалась между Р а). Итакъ, вЪ- 


роятность, чтобы ошибка х заключалась между -- 
а можетъ быть замВнена вЪроятностью, чтобы # 
заключалось между - йа, или площадью, ‘изо- 
бражающею интегралъ 


ай 
1 зв 
а е 0 между предЪлами — ой 


| 

— ай 
| _Р 

и Гай. ВмЪсто того, чтобы взять .: @ 


между- — ой и -- ай, можно взять ту же площадь 
между нулемъ и ай и помножить на два, потому 
что площадь отъ — ай до нуля равна той, кото- 
рую получимъ отъ нуля до + ай. ЗамЪтимъ, что 
вычислеше вЗроятности ошибки, заключенной ме- 
жду предлами 0 и ай, въ тоже время даетъ 
отв$тъ и на другую задачу (сравн. выше приве- 
денные примВры Брадлея и Дидона). Пусть бу- 
детъ М№ общее число всЪхъ возможныхъ ошибокъ, 
й число ошибокъ, заключенныхъ между 0 и а. Въ 
такомъ случа, вЪроятность, чтобы ошибка х 
была въ числ находящихся въ этомъ интервал, 
`равна, очевидно (если всЁ ошибки равновозможны) 
Числу похож. и отриц. ошибокъ между 0иа _ 2 


—  — 


Общее число ошибокь „ии. М 


м 


Но та же величина равна вЗроятности, кото- 
рую, для краткости, обозначимъ. прямо Р; кото- 


рая равна по предъидущему $(+) между - ай; 
вмЪсто этого можно взять также 2$(:) между 0 


и - ай. И такъ найдемъ: х =Р ии й= МР, 


гдз Р имЗетъ вышеопредВленное значене. 

Для пояснешя приведемъ примЪръ. Пусть 
число нашихъ опредлевй, а стало быть и все- 
возможныхъ ошибокъ равно № = 1000; допустимъ 
для простоты, что постоянная # равна | и зада- 
димся вопросомъ опредЗлить, сколько ошибокъ 
могутъ заключаться между 0 и 0,5, между Ои 
1,0, между 0 и 2,0 ит. д., а также между 0,5 и 


[12 
—Р 
1. ЗдВеь имЪемъ ы = АК, $ или = 
у" 


о 
Ф(, гдлЪ Ф(Ф включаетъ множитель 2. Таб- 
лицы, составленныя для Ф(, показываютъ, что 
если а = 0,5, то Ф = 0,520; если а=1, то 
Ф= 0,343; если а=2, то Ф = 0,995 ит. д. Такъ 
какъ № = 1000, то оказывается: 


Между 0 и 0,5 всего 520 ошибокъ 
» Ои 1 ›» 343 > 
» Оби 2 »` 995 » 


Поэтому между 0,5 и 1 имБемъ 843 — 520 = 
=323 ошибки. Посмотримт, въ какой мВрЪ можно 
полагаться на тая теоретичесмя опредЗлешя. 

Прежде чВмъ объяснить употребленше «табли- 
цы вфроятностей» или, что то-же, таблицы, 0б0з- 
начающей площади, соотв тствующ я разнымъ 
значенямъ функщи Ф({), необходимо ввести новое 
опредВлеше, а именно такъ наз. въроятнаю пре- 
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дъла ощибокь (обыкновенно неправильно назы- 
ваемаго вЗроятною ошибкою). 

Чтобы сдзлаль это, повторимъ сначала, вкратц 
наши прежн!е результаты. 1) ВЗроятность рх или, 


х--ах. 
если угодно, р т: у, того, чтобы ошибка заклю- 
: — р — р 
чалась между хи х-- ах равна И= @ а 
Е ` 


- 


2) ВЪроятность`того, что ошибка заключается 
между х=0 и т=а, гдъ а есть нфкоторая ко- 
нечная величина, измВряется площадью Ф(а) или 
ебли угодо Ф, заключенною между абсциссами 

“о, | 
х=0их=а, и изм$ряемою суммою непрерывно 


измЗняющихся величинъ рх, Т.е. «интеграловъ» 
а 


Е: — 12? 
вида, У >. е ах, если зачтены вс позо- 
о Е 


жительныя и отрицалельныя ошибки, почему и 
введенъ множитель 2. 1). 


3) Полагая йх =& мы вмЖето х =а выберемъ 
‘соотвтетвенное значене для & значене это бу- 


детъ йа = $, стало быть вводя # вы всто х. напишемъ 
йа. __ р. Ва 


2% е % р" 
Ф(ъа) = О 5 не /. бар — 
п #/ й т 


1) ЗамЗчу, что обыкновенныя таблицы составляются 


ТЗЕЪ, Е Числовымь множителемъ является не у. 


п 
но. 1.) что. мы и примемъ. 
Ве т Г ‹ 
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Напишемъ для краткости #4 — у тогда имЗемъ 


т 
Фу) = — / ба 
У * 


о 


Величина этой площади (или интеграла) обык- 
новенно и дается въ таблицахъ, гдФ ставятъ раз- 
ныя значеня 1 съ интерваломъ напр. въ 0,01, т. е. 
берутъ 1 —=0,01, 1 =0,02 и т. д., а въ другой графЗ 
пом наютъ соотвЪтственныя величины Ф(1), най- 


денныя либо вычислешемъ (по премамъ интеграль- 
. 2 


наго исчислея, предварительно разлагая е_ 
въ рядъ) или же зрафически, что, конечно, го- 
раздо проще, и хотя не такъ точно,. но вполнЪ® 
достаточно для почти всЪхъ практическихъ сзу- 
чаевъ. Вотъ напр. нзкоторыя величины для Фу). 


ее еООЕ 
| 0,1 | 0,112 
0,2 | 0,223 
0,3 | 0.329 


Не сяВдуетъ забывать, что въ величину т вхо- 
дитъ постоянная 1, ибо 1 —= ай, и что непосредст- 
венное опредлеше # затруднительно; между тзмъ, 
наблюден!я даютъ «кривую вЗроятностей» съ абс- 
циссою 2, а не съ $ и ошибки задаются величи- 
нами вродф х==а, & не величинами вродВ #—=ай. 
Поэтому, необходимо дать простой способъ опре- 
дЪленя либо й, либо другой замфняющей ея по- 
стоянной. Для этого и служитъ понят1е о «въроят- 
номь предьлть ошибок» или, какъ часто выражают- 
ся, о взроятной ошибкЪ. | 

Сначала попытаемся опред$лить такое т, т. е. 
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такое ай, для котораго Ф(у) равняется точно 1/2. 
Назовемъ соотв тственное 1 буквою р, а соотв®т- 
ственное а буквою т. Мы ищемъ стало быть 


р==й, такое, что Ф(о) = =. ГАЗ: 


р 
В И е ба. 
а 


Эту задачу можно рВшить помощью интеграль- 
натб ‘исчислешя, но можно и проще, помощью про- 
стой ариеметики. ДЪйствительно, въ таблицахъ, со- 
ставленныхъ для интерваловъ въ 0,01, мы найдемъ: 


ро. 
0,47 | 0.4987 
0.48 | 0,5027 


Для Ф(1) = 0,5, т. е. для Ф(о) должны, поэтому, 
имЪть р между 0,47 и 0,48; д?йствуя, какъ при 
вычислеи логариемовъ, помощью «пропорщо- 
нальныхъ частей», не трудно найти отсюда, что 
р = 0,4769 1). Мы нашли стало быть, что р или 

0,4769 у 
т» ГД 
у. есть та величина. которую мы и назвали «вЪ- 
‚роятнымъ предВломъ ошибокъ». Итакъ, если 


что то же 7й = 0,4769; стало быть й == 


- 1) Имфемъ; разность 1 на 0,01 соотв тствуетъ разности Ф 
на 0,0090. Принимая приблизительную пропорц!ональность, 
видимъ, что разность между Ф=0,5 и Ф= 0,4937 состав- 
ляетъ 0,0063: поэтому къ 1, соотв тствующему Ф = 0,4937, 


надо добавить г Хх 0,01—_69_ около 0,0070; болЪе точ- 
90 9000 


ное опредфлене, принимая во ввиман!е` пятый десятичный 
знакъ, даетъ прибавку 0,0069. 
7 
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мы а возможность какимъ бы то ни было 
способомъ опредФлить величину 7, то # опредз- 
лится простымъ дВленемъ. 

Но опредВлеще величины 7 не представляетъ 
трудностей. Дйствительно, зададимся вопросомъ: 
найти предЪлъ у ошибокъ, который съ одинако- 
вой вЪзроятностью можетъ быть не достигнутъ 
или, наоборотъ, перейденъ? Это значитъ, другими 
словами, найти такое у, чтобы вЪроятность сдЪ- 
лать ошибку, заключенную между предЪлами 0 иг 
(включая всЪ абсолютныя величины положитель- 
ых и отрицательныхъ ошибокъ), равнялась точно 


5 Другими словами, надо опредЗлить г изъ урав- 


нешя Ф(хг) = > или что то-же изъ уравнен!я 


. 
9% И 1 
И: * 


Задача кажется довольно сложною; но зрафиче- 
ское ея рёшеше необычайно просто, ибо очевидно, 
что 7 есть та величина абециссы х, ‘при которой 
соотвЗтственная ордината, у ВЛИТЬ полную пло- 
щадь, ограниченную кривою вЗроятностей и при- 
нятую за 1 м3Зры (ибо она измЗряетъ достовЪр- 
ность), ровно пополам». Такъ какъ площади всегда, . 
могутъ быть опредЪлены планиметромъ, то графи- 
ческое рзшене не предбтавляетъ никакой трудно- 
сти, величина 7 поэтому также всегда можетъ быть 
опредВлена графически, а поэтому и величина, 


й = = всегда, легко опредЪляется. По этой 


причин мы будемъ признавать величины г ий 
за извЗстныя. какъ только „кривая взроятностей“ 
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7 


начерчена по даннымь непосредственныхъ наблю- 
денй. Приведемъ классическй примЪръ, заимство-. 
‘ванный изъ ВегПпег Аз(топ. Тат. 1834 стр. 274. 


Пусть дано 470 наблюденй, а стало быть 470 
возможныхъ ошибокъ; по этимъ наблюдешямъ 
построена кривая вЪроятностей и найдено, что 
вфроятный предВлъ ошибокъ.въ угловыхъ секун- 
дахъ составляетъ 7 = 0”,2687. Если имВемъ таб- 
лицу, составленную для Фу или Ф(аь) по даннымъ 
величинамъ @ = 0”,1, «= 0”,3 и т. д., то для пере- 
вода, этой таблицы на величины, соотвтствуюния 
т = 0",9687, сл®дуетъ поступить такъ. 


Таблица, Ф(1) даетъ величины Ф(а). Но 
‚0,4769 0,4769а 
В тэ 


стало быть вмЗето ай беремъ 


х а 
поэтому вместо ‘а возьмемъ везд3 -- напр. вм3- 


о 01 _ 
сто 0”,1 беремъ /— 07.637 0,3799 и т. д., умно- 


жаемъ полученныя числа на 0,4769, напр. 0,5799 Ж 
х 0,4769 = 0,1809.... ит. д., тогда, получимъ 
величины 1, а по `‘этимъ величинамъ найдемъ 
прямо ‘по таблиц величины Ф(1), напр. для 
у —=0,109.. найдемъ Ф около 0,2, а такъ какъ 
М= 470, то 2=94 или точн®е 95. ИмЗемъ, по- 
этому, сл дующее практическое правило. 

Если даны величины ошибокъ т=а!:, х=а2 и 
т. д.. то беремъ отношеня ихъ къ величин® 
„вЗроятнаго предла, ошибокъ“, т. е. къ ошибкЗ, 
соотвЪтствующей вЪроятности 5-. Полученныя 
отношеня умножаемть на, 0,4769 и получаемъ аргу- 
менты, по которымъ беремъ функцию ФТ), опре- 
дФляющую взроятность ошибки или что то же 
число ошибокъ между данными величинами (пре- 
дфлами) ошибокъ. 

9* 
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Въ нашемъ примЁрЪ, мы нашли бы по табли- 
цамъ, что Ф соотвЁтствующее а=0”,1, равно 
0,20186; Ф соотвЪтетвующее а = 0”, равно 
0,39102; Ф соотвЗтствующее 0”,3 равно 0,55705. 
Такъ какъ общее число ошибокъ 470, то найдемъ 
отсюда: 


Между О и 0”,1 находится 95 ошибокъ 
» ОЛи 0,3 > 89 » ит. д. 


Чтобы вычислить въ интервалВ 0,1—0,2 вы- 
числяютъ сначала въ интервал 0—0,2 и вычи- 
тываютъ 95, число, полученное для 0О—0”,1. Лю- 
бопытно сравнить результаты теори съ данными 
наблюденя, опубликованными въ названномъ 
астрономическомъ журнал: 


ЧИСЛО ОШИБОК». 


ыы По теорш. — По ра о т. е. 
0. 0—0",1 95. —- 
0.1— 0,2. 89 38 
0,2— 0,3. 78 78 
0.3— 0,4 64 58 
0,4— 0.5 50 51 
0,5— 0,6. 36 36 
0,6— 0,7 24 26 
0.7— 0.8 т 14 
0,8— 0,9 9 10 
0.9— 1.0 5 7 
Болфе 1 5 8 


За исключешемъ интерваловъ 0,3—0,4 и свыше 
1 гдЪ, быть можетъ вмВшались кавя либо ошибки, 
имфюп1я характеръ не.случайныхъ (напр. вре- 
менно было отвлечено внимаше наблюдателя), со- 
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гла‹4е между теорей и наблюденемъ оказывает- 
ся весьма удовлетворительнымъ. т 

Другой примЪръ доставитъ намъ опытъ гене- 
рала Лидлона съ пистолетомъ. ЗдЪсь мы нашли 
бы графически, что хж=12,33 въ сантиметрахъ, по- 
этому аргументы таблицы найдутся по предъиду- 
щему способу, а такъ какъ число опытовъ здВсь 
100, то нашли бы напр. для интервала отъ Одо 5 
5Х 0,4769 

12,33 

т. е. около 0,195. СоотвЪтсвенное Ф равно .око- 
ло 0,215. 


Интервалы или пре- Теоретическое чис- 


сантим., виЪсто 5 надо взять аргументъ 


`- 


лы уклоненй ме- 20 выстрёловь —  Наблюденное 
- . жду ы а Хх Ф. число. 
0— 5 сант. | 21,5 94 
5—10 » 20.1 20 
15—21 » 16.2 11 
21=26 » 9.7 10 
26—31 » 6.5 8 
31—40 »› 61 5 
40—45 » 1,5 3 
45—56 » 1,2 1 
болЗе 56 0,2 | 0 
100 100 


ЗдЪсь результаты хотя сносны, но далеко не 
такъ удовлетворительны, какъ въ’ примЗрЪ, заим- 
ствованномъ изъ астрономической практики. Это 
и не удивительно, потому что пистолетъ, даже 
въ рукахъ хорошаго стрЪлка, далеко не такой 
точный инструментъ, какъ телескопъ въ рукахъ 
астронома, и кромВ случайныхъ ошибокъ, здесь 
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возможны всегда посгоянныя ошибки отъ несо- 
вершенства оружя. 

Теперь остается сказать несколько словъ о 
примъненлять теори вЪроятностей, причемъ будутъ 
указаны и злоупотребленя этой теорей. 


Примфненя теор. 


Метод наименьшихь квадратов». Однимъ изъ 
важнВйшихъ примЗней теори  вЪроятностей 
служитъ метод наименьшихь квадратов, исходя- 
шй изъ того принципа, что наивЗроятнйшею 
системою значенш для величинъ, извлеченныхь 
изъ ряда наблюденй, служить та, для которой 
сумма квадратовъ ошибокъ окажется наименьшею. 

° Чтобы вывесть это похожее изъ теорм вЪ- 
роятностей, сначала необходимо сказать два, сло- 
ва о наименьшей величин выражен, составлен- 
ныхъ изъ суммы какихъ либо квадратовъ. 

Пусть дана напр. сумма, 22 - 72; если величин® 
х дадимъ какое либо приращеше й, а величинВ 
у дадимъ приращене А, то. получимъ 27 -- 92 --2йх 
-- 2бу- #? + Е. Если величины й и К достаточно 
малы, то 7? и /? малы по сравненю съ йий 
и поэтому приблизительная величина приращешя 
функщи 272 + у? будетъ равна, 2(4х + #у); если же 
ви стремятся къ нулю, то приращевне фувкши 
1? -- у? будетъ неопредВленно приближаться къ 
величин 2(йх -- Ку) и въ предВяВ должно счи- 
таться равнымъ этой величин. Если 5 и у пере- 
мЗивыя, зависяпйя отъ одной и той же перем в- 
ной $ то и приращешя х иу будутъ зависЪть 
отъ приращевя $. Пусть # измнилось на безко- 
нечную малую величину & (дифференщахтъ отъ %),. 
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допустимъ, что въ этомъ случаВ х получило нЪ- 
которое приращене 4х (дифференщалъ отъ ») и 
что 4х = Х4 и точно также 4у = У тогда, най- 
демъ, что приращеше 2? + у?“ъ предл будетъ 
стремиться къ величин® ео + Уу)ар такъ что 
можно положить: 

Приращене отъ 2? + у? равно 2(Хл-- ан В, 
гдз АВ есть величина, быстр%е стремящаяся къ 
нулю, нежели 4%, другими словами, безконечно 
малая даже по сравненю съ 0, хотя и эта по- 
слВдняя безконечно мала. Наоборотъ, величины 
Х и У, вообще говоря, будутъ конечныя, завися- 
ия отъ $, выраженя (функщи), потому что напр. 
Х есть отношене между ах и 4%, т. е. между дву- 
мя величинами, хотя и безконечно- малыми, но 
одного ‘и того же характера или, какъ принято 
выражаться, одного и того же порядка. 

ВмЪсто двухъ величинъ хи у могли бы взять 
три напр. х, уиг ит. д. Совершенно. подобнымъ 
же образомъ можно доказать, что если дана, сум- 
ма квадратовъ вида 

(2— та) + (2—п - (2—пз)8 |... 
гдВ т, изи т. д. постоянныя величины, а всВ 
квадраты врод% (1—т)* очевидно зависятъ отъ 
` одной и той же перем нной х, то половина прира- 
щеня функщи, если отбросить безконечно-малыя 
высшихъ Порядковъ, равна (замняя х черезъ 
х—т,у черезъ 1—2 ит. д. & # черезъ х). 


| х («—п!)-Уе—п,)-.. их .| 41. 


_ бра) 4(х—п.) 
гв Хх и И 1. д. 
Но приращеше отъ х-—я очевидно равно ах, 


потому что постоянная величина 71 не измЗняет- 


— 
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ся съ измБнешемъ х. Поэтому здсь Х = У=и 
т. д. —=1. и половина приращеня нашей функщи 
будетъ [1—т + х—я-+.... | 45; здВсьх играетъ 
роль &. Итакъ, если имФемъ функщю отъ хх 
вида Ф(1) = (х—т)-- (х—ип>)? 4+...+ (2—пз}? 
то ея безконечно малое приращеше, которое мож- 
‘но обозначить черезь 4Ф(х), т. е. дифферен- 
_ Щалъ отъ функщи 5, при дВлени на 4х, дастъ 


выражен1е го ты 2(х—п.-2—п,- ... + #—пк) = 
ера, | ке (тт, ... Ех )| 


Но отношенйе между приращешемъ какой ли- 
бо функщи даннаго перемЪннаго (напр. функщи 
отъ 2), и приращешемъ самого перемЗнваго 
(напр. 2) принято называть ироизводною функщею 
отъь того же перемЗннаго и обозначать такъ: 
(=). поэтому можемъ написать’ № 


> Ф“л) = —(т п. .. Ик). 

Еслибы, въ какомъ либо частномъ случа, мы 
нашли Ф\х) = 0, то получили бы 5 Ф/(х) =0 = 
= м — (т- и +... тж) откуда х = 
= пи —= т, гд№ т есть среднее ариеме- 
тическое Ё изъ величинъ #7.. 72... мё. 

Находимъ, стало быть, сялующее: 


_ Если дана сумма квадратовъ разностей, вида, 
(х—п:)?--....+(—пхк )? и производная отъ этой 
функщи взятая по х равна нулю, то <, въ этомъ, 
случа, равно средней ариеметической отъ всЪхъ’ 
величинъ 1741, 72....,х .Нокогда производная отъ 
какой либо функши равна нулю, то при этомъ 


БА 


самая функщя всегда обладаетъ однимъ замЗча- 
тельнымъ свойствомъ. 

Д\Ъйствительно. пусть дана любая функшя отъ 
х, напр. { (2) и предположимъ, что когда х полу- 
чаетъ приращеше 42, то ] (2) из няется на 4/ (5). 


По опредЗлешю имфемъ Г (#)—“ ® — производ- 


ной отъ { (Хх) взятой по перемЗнной х. Но съ 
другой стороны, можно обозначить | (2) наприм.: 
буквою у, а приращене 4 (5) знакомъ 4у, такъ 
что получимъ: 4у—=Р (2) ах. 

Это равенство справедливо лишь въ предаЪ. 
Если же х получило конечное приращеше Р, то / (5) 
или что то же у получитъ не безконечно малое, а, 
ны приращен!е х, то имЪемъ вообще говоря 


ий й и к, такъ что можетъ быть ‘отброшено, 
‘когда й станетъ равнымъ 4х, а к станетъ рав- 
нымъ 4, гдВ у—=/(2). 

_ Такъ какъ для малыхъ значенй # мы. вправЪ 
пренебречь величиной А по сравневю съ й, & тфмъ 
боле съ конечною (въ общемъ случа) ведичи- 
ною р (2), то знакъ к зависитъ исключительно отъ 
знаковъ р ир, но не отъ знака В. Полагая й разъ 
на всегда положительнымъ, увидимъ, что к бу- 
детъ > или < 0, смотря потому, будетъ ли [ (5) 
отрицательнымъ или положительнымъ. 

Итакъ, если перемЪнная х непрерывно возра- 
стаетъ, получая малыя положительныя прираще- 
шя. то зависящая отъ нея функщя будетъ так- 
же возрастать, т. е. будетъ получать положитель- 
ныя же приращеня, пока [ (5) или короче [ос- 
тается >> 0, и станетъ убывать, какъ только р 
станетъ < 0. Поэтому, когда Р перемВнитъ знакъ 
съ--на— или, наоборотъ, другими словами, когда, Г 


106 


перейдетъ черезъ нуль (иначе Г пришлось бы 
измЗнить скачкомъ, а не непрерывно, чего мы не 
допускаемъ), то наша данная фуякщя [ (5) 
или короче /, перейдетъ отъ возрастаня къ убы- 
вантю, или наоборотъ. Поэтому, въ томъ именно 
ифста, т. е. для того именно значешя х, которое 
соотв тетвуетъ: Г==0, функщя } будетъ или сразу 
больше или одновременно меньше, чВмъ въ непо- 
средственно предшествующемъ и посхВдующемъ 
мзстЪ. ДЪйствительно, если она раньше возра- 
стала, то въ данномъ м3стЪ онё больше предъ- 
идущаго своего значевя; но вслВдъ за даннымъ 
мЪстомъ функщя /, по предположеню, стала убы- 
вать, стало быть здФсь она меньше непосред- 
ственно послздующаго значення. 

Предъидупая соображеня показываютъ, что 
ВвЪ томъ м$Зетз, гдЁ р==0, данная функия пред- 
ставляетъ либо максимумъ, либо минимумъ, по 
сравнен!ю съ ближайшими мЪстами; максимумъ, 
если Г отъ возрастаня перешла, къ убываню,: т.е. 
если Г’ отъ-- перешла къ—: манимумъ въ обрат- 
ном случа, т. е. если Р отъь- перешла ‘къ--, 
или что тоже, | перешла отъ убываня кЪ возра- 
станю. 

Дая данной выше функщи не трудно убЪ- 
диться, что въ мФетЪ, гдЪ ея производная 
х— (т из... як ) равна: нулю, т. е. когда 
х—=т-==средн. арием. (отъ и1, 72,...Их ), данная 
функщя обращается въ минимум, а не въ мак- 
симумъ. Дйствительно. это ясно апр1орно, ибо 
сумма вида (15—71)? | (х—7п2)? +.... при безко- 
нечномъ возрастания х превратится ВЪ сэ, и по- 
этому не можетъ никогда достичь максимума, такъ 
какъ ее всегда можно сдВлать еще больше; но 
при извЗстномъ значени х она можетъ быть ми- 
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нимумомъ, т. е. можетъ быть меньше, ч$мъ при 
другихъ, смежныхъ значеняхъ. 
Пусть напр. и!==1, и›—=2, из—=8. ИмЗемъ 


# ($) (5—1 4 (х—8)} + (х— 3} 
Р. (х)=—3 х- (1 + 2+ 3)—3х—6. 

Возьмемъ х =— РВ. — 2. тогда, Р (х)— 
Р (2)=0; Е (= +0 - 1—2. 

Это и есть искомый минимумь для функщи Е 
Чтобы ‘убЪдиться въ этомъ, возьмемъ два, другихъ 
значения для х, одно меньше 2, другое больше, 
напр. х| и х—3. 

Для х—=1 имфемъ `Р (1), т. е. < 0; про- 
изводная отрицательна, данная функщя { убыва- 
етъ, по мВрВ возрастамя х. Д?Ъйствительно, 
# (1-0 + Та 4—5, т.е (1) (2). 

Для х—3 имфемъ Р (3)—3. 1 (3)—4-1-+0 
5 т. е: # (3) > (2), такъ что # (2) меньше 
обфихъ смежныхъ величинъ # (1) и Ё (3). Мы 
ограничились для х интерваломъ 1. Но аналогич- 
ные результаты нашли бы, взявъ х—=1,99999 ихъ 
—=2,00001, да и вообще взявъ какой угодно ма- 
тый конечный интервал. 


ПослВ этого- необходимато отступлетя, воз- 
вратимся къ нашей теории. 


Предпохожимъ, что данъ рядъ измфрен!й од- 
ной и той же наблюдаемой величины 1 и что полу- 
‘чены данныя #7, 7;,...., Як, и что ошибки (ве- 
зичина ихъ, разумфется, неизвЪстна) равны со- 
отьфтственно Е, Ез,...., Ев ТакЪъ. что имЗемъ 
рядъ равенствъь х—и,' Е, ит. д. или х—, = 
Е и Т. д. Хотя величины Е, и т. д. неизвестны, 
‘но допуская, что у насъ нзтъ систематическихь 
ошибокъ, что приборы достаточно точны, & на- 
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блюдатель искусенъ, мы имфемъ полное освоване 
допустить, что наибольшая изъ величинъ Е все- 
таки значительно меньше искомой величины 1 и 
наблюдаемыхъ величинъ и, и т. д. Сложивъ вс 
получаемыя равенства, найдемъ кх—(н, +” +. 
...- Ик) —=Е-Е, +....- Е. Если мы примемъ 
х равнымъ среднему ариеметическому т отЪъ и, 
",,...., Мк Т. е. ПОЛОЖИМЪ + % 
то ясно, что сумма ошибокъ Е, -- Е--.... + Е» 
обратится въ нуль, и что, стало быть, н®которыя 
изъ этихъ ошибокъ должны имЪть знакъ -, & 


друпя —. Но сумма равенствъ х— И: = Е, и т. д. 
можеть быть написана также въ вид (2—" ) + 
(1—п, )+....—=Е- Е -.... Если взять 1—т, 
то, какъ замЪчено, имФемъ Е, + Е, +... = 0. 


Съ другой стороны, (х—я, ) + (5—": )-+..., 
попредъидущимъ разъясненямъ, = х Ф’(х), т. е.по- 
зовин% производной отъ функщи Ф (2) = (&— я, } 


+ (2—1) +....= Е? + Е? .... и еслиФ" (2),—0 
то Ф (2) есть даненьреъ. Стало быть, если взять, 
1 = средн. арием, Изъ и, п», ..... Ж,т. е. изъ 
наблхюденныхъ величинъ, то сумма квадратовъ 
ошибокъ, т. е. сумма Е, ?--Е.?-+-.... будетъ наи- 
меньшею. | 


Нрияципъ наименыиихь квадратовь состоитъ 
въ томъ, что. то именво звачеше х должно быть 
признано наиболЗе вЪроятнымъ, для котораго 
сумма квадратовъ ошибокъ, т. е. уклоневйЙ этой 
величины отъ наблюденныхъ величинъ, будетъ 
наименьшею. Оказывается, что для ряда уравне- 
ый вида х—п, =Е, наиболВе вЪроятною величи- 
ною для л является 1х =т, т.е. среднее ариемети- 
ческое. Это, . разумЗется, не есть доказательство, 
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а только изложене принципа. Однако, не трудно 
показать, что принцитъ совершенно согласен съ 
выведенною нами раньше теор1ей для вЗроятно- 


стей ошибокъ. ет 
Бызо ‘показано, что 
| р — 1 д? 


к 
есть вЗроятность сдлать ошибку, заключенную 
между хи х- ах. 
Возьмемъ 1—7, =Е!; если это очень малая ве- 
личина, то можно принять ее за 4х, тогда най- 
демъ съ значительною степенью приближея. 


1 1. 2 
ре; = ь е- Е. Ч ал 


® 


Тоже и для в, ит. д. 

ВЪроятность совмФстнаго появлешя всЪхъ 
ошибокъ вида Е:. Е: и т. д., по закону сложной 
вфроятности, ‘равна рк, х ре, Хх ит. д., т. е. 
равна, 

к _№ (Е? Е? +...) 
се 
ТВ а = — — Од очень малая величина, слЪ- 
довательно о* и того меньше. Написанное. нами 
(ЕЕ. 
выражеше имфетъ множитель е 
если этотъ множитель приметь наибольшев значе- 
не, то сложная вЪроятность будетъ наибольшею; 
но изобразивъ тотьъ же множитель въ вид} 
1 


М (ЕЕ...) 


@ 


лю. 


и помня, что е>> 1, а й постоянная, сразу видимъ, 
что для этого сумма квадратовъ Е,? + Е. -+..... 
должна быть минимумом. Итакъ, когда сумма 
квадратовъ ошибокъ наименьшая, то вЪроятность 
появлешя соотвЪтственной системы ошибокъ бу- 
детъ наибольшею. Другими словами, эта система, 
ошибокъ, а стало быть и соотв тственная система 
разностей х—ип, всего вЗроятнЪе, т. е. если 
сумма квадратовъ ошибокъ наименьшая, то 
соотвзтственная величина х всего больше заслу- 
живаетъ довзре. Стало быть, при всякомъ рядЪ 
наблюденй надо стремиться достичь возможно 
меньшей суммы квадратовъ ошибокъ, чего дости- 
гаемъ приличнымъ выборомъ величины 2; въ на- 
шемъ простзйшемъ случа это достигается, взявъ 
х = среднему ариеметическому; чтобы воспользо- 
ваться этой теорей, вовсе нЪтъ необходимости 
въ накоплени огромнаго количества наблюденйй, 
но изъ н$еколькихъ рядовъ наблюденй надо вы- 
брать тотъ, который даетъ наименьшую сумму 
квадратовь ошибокъ. Доказательство наше, однако, 
предпозагаетъ, что вЗроятность ошибки слЗдуетъ . 
закону Гаусса, а это справедливо лишь въ томъ 
случа, если «кривая вЗроятностей» имФетъ видъ, 
требуемый формулою Гаусса. Поэтому, если мы имЗ- 
емъ хотя бы 10 наблюден и наше графическое 
построеше показало, что они даютъ кривую тре- 
буемой формы, то мы можемъ съ- увЪренностью 
примфнить методъ наименьшихъ квадратовъ; въ 
противномъ случаВ, мы этого права не имфемъ, 
хотя бы ‚у насъ имЪлось 1000 наблюденй, такъ 
какъ явно, что у насъ есть нфкоторая система- 
тическая ошибка. | 
Значенше метода наименьшихъ квадратовъ въ 
томъ, что онъ примняется и къ гораздо болЗе. 
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сложнымъ случаямъ, когда существуетъ множе- 
ство уравненй, опредЗляющихъ зависимость между 
ошибками, когда не вс наблюденя одинаково 
точны и т. х. Подробное развите теор наимень- 
шихъ квадратовъ однако ‘не входитъ въ планъ 
этого очерка; въ видЪ заключен1я будетъ сказано 
`еще о нзкоторыхъ неправильныхь примВнешяхъ 
теори вЗроятностей. 


р 


Злоупотреблеще учемемъ о вфроятностяхъ. 


1. Предположимъ, что кто либо предзожилъ 
слВдующую задачу: 

При дВлевш 10 на 3 получается въ частномъ 
3 и въ остаткЗ 1. Обращаемъ 1 въ десятыья доли 
и дзлимъ 10 десятыхъ на 3; получаемъ въ част- 
номъ 3 и въ остаткЪ 1. Остатокъ снова умно- 
жаемъ на 10 и дВлимъ на 3 ит. д. Какова вЪ- 
роятноеть, что при третьемъ, четвертомъ и т. д. 
позторени дЪйстья постоянно въ остатк будетъ 
1? НелФпость этой задачи очевидна, такъ какъ 
со второго ‘же раза ясно, что сколько бы мы разъ 
ни повторяли наше дЪйстве, всегда въ застномъ 
будетъ 3, а въ остаткВ 1, стало быть апрорно 
знаемъ, что появлене остатка .1 всегда досто- 
вЪрно. Теоря вЪроятностей совершенно неприм%- 
нима и излишия тамъ, гл мы имфемъ законъ 
или правило, установленное математически— не на, 
основании перечислен1я случаевъ, & на основави 
одного случая, замВняющаго сколько угодно та- 
кихъ же, съ нимъ однородныхъ. Для установленя 
напр. пиеаторовой теоремы нЪтъ надобности из- 
слВдовать тысячу ‘прямоугольныхь треугольни- 
ковъ, но достаточно одного. 
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2. Какова вЪроятность того, что солнце взой- 
детъ завтра, предполагая, что восходъ солнца 
на блюдался систематически мила1онъ разъ? Кон- 
дорсе полагалъ, что эта задача совершенно тоже- 
ственнасослд. «Въ одной урн милл10нЪ бВлыхъ ша- 
ровъ и одинь черный, какова вЪроятность вы- 
нуть бЪлый шаръ?». Онъ забылъ о томъ, что 
стоитъ позхать въ страны, находяцаяся за поляр- 
нымъ кругомъ, и пробыть тамъ, напр. на сЗверз, 
въ началЪ декабря, чтобы ‘пережить дни, когда 
солнце не взойдеть въ течеще цЪлыхъ сутокъ. 
Но даже помимо этого, об задачи далеко не 
одинаковы. Увренность въ правильности видимаго 
движеншя солнца прюбрЪтается не только повто- 
решемъ одного и того же явлешя, но и найденной 
законосообразностью этого явлешя, и разъ из- 
взстная законность найдена, всВ посддующия 
повторен я могутъ служить лишь для установленя 
боле точныхъ законовъ, а не для подтвержден!я 
уже найденнаго. Боле точные законы находятся 
усовершенствоваемъ методовъ наблюдетя и 
улучшешемъ теоретическихь соображенй; пока 
теоря и практика остается неизмВнною, или мазо 
подвижною (какъ напр. въ Кита), милмоны `но- 
выхъ наблюденй воспроизводятъ лишь то, что 
уже извЪстно изъ тысячи прежнихъ, и никакой 
новой вЪроятности не прибавляютъ. 

3. Тарквинй Древый вызвалъ авгура Акщя 
_Невя на, родъ состязан1я, спросивъ его; «Возможно 
ли то, о чемъ я думаю?» Авгуръ принялъ вызовъ 
и сказалъ: «Да». «Значитъ возможно, отвЪтилъ 
царь, чтобы ты разрЪзалъ кремень бритвой?». 
Ней взялъ бритву и разрЪзалъ кремень. Кон- 
дорсе вычислилъ вЗроятность этого событя, пред- 
полагая, что со времени изобрЗтев1я бритвъ около 
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мил она креиней не могли быть разрЪзаны. Бер- 
транъ остроумно возражаетъ: «вмЪсто того, что- 
бы считать кремни, не мёшало бы сосчитать чи- 
сло монарховъ, которыхъ обманывали авгуры, и 
число историковъ, вЗрившихъ всякимъ баснямъ». 


Значене закона большихъ чиселъ. 


Большая часть нехзЖпыхъ задачъ и не менже 
нелЗпыхъ рзшенй, основаннымъ яко бы на, «тео- 
ри в$роятностей», относятся къ неправильному 
истолкованйо «закона большихъ чиселъ», устано- 
вленнаго Жакомъ Бернульи. Законъ этотъ, однако, 
примЗнимъ не къ любому случаю, & только къ 
тЪзмъ, вообще, задачамъ, гдЪ вычислене взро- 
ятностей им$етъ какой либо смыслхъ: Если напр. 
вФроятность событя измЗняется съ каждымъ опы- 
томъ, то теорема Бернульи боле не примЗнима. 
Теорема, о которой идетъ рЪчь, представляетъ 
большое сходство съ тою, которою пользовался 
Гауссъ, исходя изъ понятя о среднемъ ариемети- 
ческомъ, но нисколько сложн?е ея и можеть быть 
выражена такъ: ` 

Известны простыя и постоянныя вЪроятнести 
риа двухъ противоположныхъ событй А и В. 
В%роятность того, что при очень большомъ чис23, 
именно при р опытахъ событе А наступитъ н%- 
которое число разъ, заключенное между „р 


у у: „Р аразъ эта вЪроятность равна, по Бер- 
Нульи; 


2 


= 
о а НВ 
: И?2: нра 
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Доказательство этой теоремы аналогично. до- 
казательству теоремы Гаусса и мы его опустимъ, 
замЪтивъ лишь, что теорема Гаусса получается 
отсюда при и = со. Для обЪихъ указанныхъ гра- 
ницъ имЗемъ. взроятности: 

ВЕЗТИ ЕЕ 

- | | 
Если „ очень велико, то второй членъ очень малъ 
и его можно отбросить, безразлично, стоитъ ди пе- 
редъ нимъ -- или —, причемъ Р превратится въ 
р =Ф (1), но. это и есть, какъ мы знаемъ, вЪро- 
ятность того. чтобы ошибка заключалась мРжду 
Ои т; ибо Ф (т) есть ни что иное какъ 


7 


Если оставимъ ти Р постоянными и будемъ 
увеличивать лишь „,т. е. число случаенъ, то пре- 


дВаы вр-т и 2,4 для числа случаевъ, бла- 


гопр1ятныхъ событю А, быстро съуживаются, т. е. 
становятся все меньше относительно общаго чи- 
сла случаевъ; если, наоборотъ, оставить эти пре- 
дЪлы постоянными, то у должна возрастать вмВстВ 
съ в ‚ причемъ Р быстро приближается къ 1, т. е. 
къ ‘достовзрвости, ‘потому что уже при т = 3, 
Ф (т), какъ видно изъ таблицъ, довольно близко 
къ 1, а второе слагаемое, образующее сумму Р, 
стремится къ нулю. 

(СлВдующй примЗръ пояснитъ теорему Бер- 
нульи. Въ извЪетной стран на 18 мужекихъ рож- 
девй въ среднемъ приходится 17 женскихъ. Въ 
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течен!е года родилось 14000’дЪтей. Какова в?- 
роятность Р, что число М мужскихъ рождений на- 
ходится между 7037 и 7363? ` 


Рушене. ВЗроятность того, что М заключается 


рт У? „ р 9 можно преобразовать, взявъ 


боле удобные прелВлы. Пусть 7 рии = 4. 
_По предъидущему, вЗроятность того, что М за- 
ключается между т Е [или т 1 Р= = най- 


дется, замВнивъ въ прежней формул „р черезъ 
т в 

т и вра,т. е. т черезь ——,т. е. взявъ и 4. 

Но такъ какъ р-- 9 =1, то этому удовлетворимъ 

въ томъ случа, если возьмемъь еще т+и=ь. 


Поэтому формулу Бернульи будемъ употреблять 
ВЪ ВИД: 


Е —12 
ПВ Е 
и Э2пттп 


Это и есть. вроятность того, что событе А 
произойдетъь М разъ, гв т—1< М<т-+1 


и = т т. ‚ар = ти. 
Г 


Для. нашего числового примЪра, „. = 14000, тж = 
5-х 14000 —17200, {—163, ибо т + 1=17863, 
1 —=1,949 и по таблицамъ Ф — 0,99415, второе же 
слагаемое —= 0,00015 (какъ видно изъ этого при- 


мЪра, это слагаемое при большомъ „ очень мазо) 
8* 
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и Р=0,99430 это и есть искомая вФроятность, 
близкая къ достоврности. | 


Въ своей абстрактной формЪ, теорема, Бер- 
нульи мало говоритъ уму неподготовлеинаго чи- 
тателя, но ея философское значеше безъ труда, 
можетъ быть выяснено конкретными примЗрами.. 
Такой. примзръ даетъ Бертранъ. 

«Вы вышаи погулять и васъ захватила. гроза 
на мЪотЪ, гдВ ить никакого крова. Вы про 
мокнете ть дождя; это достовтрно. ДостовЗр- 
ность теоремы Бернульи того `же рода, сход- 
ство доходитъ до тождества. Одинаковыя вы- 
ражешя могутъ быть противопоставлены съ 
такимъ же—осмВлимся сказать съ такимъ же ма- 
хымъ— основащемъ въ обоихъ случаяхъ. Дождь, 
скажете вы, промочить меня; почемъ вы это. 
знаете? Каждая капля направлена случаемъ, ни 
одна не падаетъ по известному назначеню. Ни- 
что не доказываетъ, чтобы какая либо изъ ка- 
пель должна была упасть на гуляющаго, на ка- 
комъ же основан1и утверждать о многихъ то, что 
недостовЪрно для каждой порознь? Но хотя наше 
утверждеве достовЪрно не въ томъ смысл, какъ 
пиеагорова ‘теорема, на него можно вполн® по- 
ложиться. БолЪе того: если двое гуляющихъ вый- 
дутъ вмЪетВ и пойдутъ рядомъ подъ однимъ дож- 
демъ, не только оба промокнутъ, но оба !) про- 
мокнутъ въ одинаковой степени. Если одинъ ста- 
нетъ увЗрять, что случайно промокъ сильнЪе, 
ему такъ же не повЗрятъ, какъ и тому, что ояъ 
вышелъ сухимъ. Случайныя событ1я подобны ка- 


1) Допуская, что оба находятся въ сходныхъ условяхъ: 
конечно дЪло изм#нится, если у одного есть зонтикъ, а у 
другого нзтъ. 
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плямъ дождя. Если они достаточно иногочисленны, 
то они распредЗляются равномЪрно между всЗми 
возможными случаями; ни одинъ не попадаетъ въ 
особо благопрятное положене. Въ этомъ состоитъ 
теорема, Бернульи». 

Чтобы еще болВе выяснить смысхь теоремы 
Бернульи, опредЪзимъ поняте ухлонемя от» вт- 
роятнезо числа (или просто уклоненя). ‚ 

_ Пусть при игрЗ-въ орлянку мы бросили мо- 
нету 10000 разъ. Такъ какъ орелъ или рзшетка 
равновЗроятны, то вЪроятное число разъ въ пользу 
р8шетки будетъ 5000. Если опытъ далъ 5021, 
то 21 есть уклонеме въ пользу рЪшетки. 
Вообще, если № общее число случаевъ, р вЪроят- 
ность собыя А, то т==ьр есть ввроятное чи- 
сло случаевь въ’ пользу А, если же вмЪсто вр 
или т получили т--[, то { есть положительное 
или отрицательное уклоненме. Поэтому теорема 


' —1? 
Бернульи, обозначая И: черезъ 
рву : Э« тп р 
Е (1) или Е —выражаетъ, что Р =Ф -+ Еесть вп- 
роятность того, что наблюденное число случаевъ 
уклонится отъ въроятнаю числа случаевь на, ве- 
личину, заключенную между предЪлами - $, 


г Е м 


Такъ какъ 7 и я, вообще говоря, величины того 
же порядка, какъ ив (ибо т -- п= в), то при 
возрастави », произведеше и’ возрастаетъ еще 
быстрЗе; поэтому для’ очень большого в», уклонене 
становится по абсолютной величинЪ также очень 
большимъ. | 
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Иное дВло относительная величина; отношене 


ат у эти и эта, величина при возра- 
р Ры 

ставни в» стремится, вообще говоря, къ нулю !). 
Поэтому относительная величина уклоненшя, при 
весьма, значительномъ числВ опытовъ, весьма мала. 
Другими словами: если число опытовъ весьма, ве- 
лико, то, по теорем Бернульи, вЗроятное укло- 
ненше наблюдаемыхъ чиселъ случаевъ въ пользу 
того или иного событя отъ вЪроятныхъ чиселъ 
(т. е. чиселъ, опредВляемыхъ по вЪроятности со- 
быт!) величина хотя абсолютно большая, но чрез- 
вычайно малая по сравнению съ числомь случаев. 


ЗамЪтимъ еще, что такъ какъ 1—1 у: - 
м 


—И2ьр4 тот — ЕТ Вро- 


ятность ошибки, заключенной между 0 ит, равна 
Ф(т), поэтому `вЪроятность уклоненля меньшаго 


а 


чВмъ { равна, Ф Гузеяг) если же р—9—- 1 
то получимъ Ф (— у: 7). _Примръ: Сколько 


опытов надо произвесть для того, чтобы вЪро- 
ятность получить либо орла, либо рёшетку, но что 
именно—не сказано, миллюнь разь чаще, ЧЪмъ 
противоположную сторону, чтобы эта вЪроятность 


1) Мы исключаемъ т случаи, когда я безконечно. мало 
относительно т или наоборотз. 
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была больше чВмъ 0,01? ОтвЪтъ: здВсь уклонене 
[— 1000000, а стало быть ВЪроятность полу- 
ЧИТЬ меньшее уклонене была меньше 0,99. Иско- 
мая величина Ф — 0,99 соотв тствуетъ 1 = 1,83, 


откуда 1000000 — 1,83 у: Ир — 597211 


милоновъ. 


Приведенный прим ръ показываетъ, что если 
зададимъ какую либо вфроятность, & также ка- 
кое угодно уклонене, то всегда можно подобрать 
такое число опытовъ, чтобы достичь этой и даже 
большей вфроятности. Если требуемое уклонеше 
должно быть очень мазымъ, то число опытовъ 
придется взять очень большимъ, однако цЪзль все- 
гда достижима, по крайней ифръ теоретически. 
Поэтому принципъ Бернульи можно выразить еще 
въ такомъ видЪ: какь бы ни было мало требуе- 
мое уклонеше опыта оть теори, мы вседа мо- 
жемь достичь желаемой въроятности этою ма- 
даю уклоненая, взявь достаточно большое число 
опытовё. Или еще короче: при достаточномъ чи- 
сл опытовъ, разноглас1е между опытомъ и тео- 
рей вЗроятностей можно сдЪлать какъ угодно 
малымъ, т. е. исключить в4яне такой случайно- 
сти, которая не предвидится теорей. Такимъ об- 
разомъ, большия числа опытовъ придаютъ случаю 
законность и подчиняютъ его нашему предвид?- 
ню. Чтобы не заблуждаться на счетъ. значен!я 
этихъ.зам В чательныхъ утвержденй, ` схВдуетъ по- 
мнить, что въ самомъ наивыгодномъ случа, он 
утверждають положеня въ высшей степени: въро- 
ятныя, т. е. неопредъленно приближаюийяся къ 
достовтрности, нб никода вполнъ ея’ не доети- 
зоиийя. Это слишкомъ часто забываютъ. 
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Попытки приифненя теорм вфроятностей къ физиче- 
скимъ, бюлогическимъ и сощальнымъ наукамъ. _ 


Прямой опытъ, извлеченный изъ астрономиче-. 
скихъ наблюденй, изъ примВровъ ружейной и ар- 
тиллерской практики и т. п., подтверждаетъ на- 
дежность формулъ, зыведенныхъ съ помощью тео- 
ри вЗроятностей. Это вн$ всякаго сомнф я. Этимъ 
устраняется разъ навсегда та слишкомъ низкая 
оцнка этой теори, которую можно встр$Зтить у 
многихъ философовъ, и даже у н$Ъкоторыхъ ма- 
тематиковъ. СлЗдуетъ, однако, замЪтить, что на- 
падки Дж. Стюарта Милля и многихъ другихъ 
крупныхъ мыслителей не совсфмъ лишены зна- 
чен1я. Теорей вЪЗроятностей такъ часто злоупотре- 
бляли, правила ея примФняли такъ неосмотри- 
тельно, что печатались цЪлые трактаты и ученые 
мемуары, имвюще не боле значешя, чВмъ тео- 
р1я шахматной игры, и въ лучшемъ случа предста- 
вляюще простую математическую забаву. 


ЧВмъ проще наблюдаемыя явлешя, чВмъ од- 
нообразнзе и чЪЗмъ точнве приемы наблюденя, 
тзиъ, разумФется, легче примВнеше къ нимъ тео- 
ри вЗроятностей. Поэтому астрономя, геодез!я и 
тому подобныя науки давно уже пользуются 
этой теорей, ни мало не смущаясь философскими 
предразсудками, и нисколько не имЪютъ поводя 
раскаяваться въ томъ, что поступаютъ такимъ. 
образомъ. Но уже въ физическихъ наукахъ при- 
мЪнен1!е теори вЪроятностей требуетъ большихъ 
предосторожностей. Такъ напр. Максуэлль сдЪлалъ 
гевальную попытку примЗнить теорю вЗроятно- 
стей къ кинетической теори-газовъ, но. онъ скорзе 
угадалъ, чВыъ доказать нЪкоторыя. законности, 
и мномя изъ данныхъ имъ доказательствъ ли- 
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шены значеня, такъ какъ основаны на невзрномъ 
прим$нени теории. 

Въ гораздо большей степени примнимо пори- 
наше къ попыткамъ прииЗнить теорю вЗроят- 
ностей къ свидВтельскимъ показатямъ, къ тео- 
ри судебныхъ приговоровъ, къ результатамъ вы- 
боровъ и т. п. Зд№сь ве м$Ъето объ этомъ рас- 
пространяться: достаточно сказать, что напр. 
Курно (Соигпо{) доказываль математически‘ поло- 
жеше, въ силу котораго’ наилучшимъ судьею дол- 
женъ считаться тотъ изъ членовъ суда, который 
всегда подяаетъ голосъ заодно. съ предсВдателемъ. 

Далеко основательнЗе, хотя все же сопряжено 
со многими иллюз1ями, примВнене теори вЗро- 
ятностей къ статистик. населен]я; однимъ изъ 
частныхъ случаевъ этого прим$неня является 
вопросъ о страховави жизни. Эти и друпя при- 
мзнен{я будутъ мною со временемъ изложены въ. 
возможно элементарной. форм въ особой бро- 
шюрЪз, гдВ я дамъ собране различнаго рода за- 
дачь по теор вЪроятностей, какъ рЪшаемыхъ 
съ помощью таблицы для Ф (7), такъ и иныхъ. 
ЗдЪсь ограничусь еще нзсколькими словами о при- 
мзнени теория вЗроятностей къ болони. 

ИзвЪстно, какую роль въ учени Дарвина игра- 
ютъ такъ наз. случайныя уклонешя, т. е. укло- 
нен!я, зависяц]я отъ стечешя множества, условйй, 
не подлежащихъ прямому опредЪленю. Въ насто- 
ящее время нЪтъ почти ни одного б1юлога, кото- 
рый цзликомъ отвергалъ бы принципъ подбора, 
но едва ли найдутся многе, которые согласятся 
счесть этотъ факторъ исключительнымъ двигате- 
лемъ эволющи, въ особенности, если рВчь идетъ 
о подбор случайныхь варащй. 

Такъ или иначе, посмотримъ, есть ли возмож- 
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ность подчинить случайныя уклонешя, о которыхъ 
идетъ р3чь въ 6б10лопи, какому либо математиче- 
скому контролю или учету. Дельбефъ, въ весьма, ост- 
роумной статьЗ: Ге$ ша фётайиаез её 1е фтапяЮт- 
пизше (Веу. 51епф. 1877, 669—679) пытался дока- 
зать сяВдующй «законъ», усвоенный отъ него и 
проф. К. Тимирязевымъ (въ его популярной книг 
о Дарвин»): | 

«Какъ бы ни было ничтожно число измЪнив- 
шихся особей, по сравненю съ числомъ особей не- 
измнившихся, число измнившихся всегда будетъ 
постепенно возрастать и наконецъ превзойдетъ 
число особей, оставшихся вЗрными первичному 
типу». При этомъ предполагается, что причина, 
опредВяяющая появлене случайныхъ уклоненй, 
постоянна; но оговорка эта только сбиваетъ съ 
толку !). Дельбефъ доказываетъ свой «законъ» 
слВдующимъ образомъ: 

Пусть будетт, А форма даннаго вида. Назо- 
вемъ чрезъ А -# особей, прошедшихъ й ступеней 
уклонен1я въ положительную или въ отрицатель- 
ную сторону, и допустимъ, что, по какой либо при- 
чин%, любая особь, при воспроизведении, `даетъ я 
потомковъ вполн% родительской формы, т. е. п А, 
затЪмъ двухъ особей, отличающихся отъ А на ь 
ступеней различ1я, одну въ положительномъ смы- 
ся. другую въ отрицательномъ. Полагая й — 1, 
2, 3, 4 ит. д. найдемъ 
А —дастъ потомковъ я А + (4+1) (А—1) 
Ака ед (А+ 1) (4-2) - А 
ЕО а аля . (4—3) - (4—2)--(4А-—4) ит. п. 


1) Конечно, и такъ наз. случайныя событ1я не безпри- 
чинны, но опредЗляются совокупностью причинъ, недоступ- 
ныхъ изслфдован!ю, почему мы и не можемъ ничего знать 
о постоянств$ этихъ причийъ. 
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Исходя изъ этого, Дельбефъ доказываетъ, что 
для достаточнаго числа, покозВнй, дЪйствительно.. 
увидимъ, что число измфнившихся нревзойдетъ 
число неизмненныхъ, составляющихъ для каждаго 
покохВя лишь 2 особей. Д’Ьйствительно, началь- 
ное отношеше числа измВненныхъ особей, т. е. 
А-1, къ неизмВненнымъ потомкамъ я равно 


2 ® 
=. Чтобы это отношеше удержалось, необходимо 


допустить, что 2 (.4 - 1) и’ А производятъ. всегда 
исключительно себ подобныхъ. Но это не такъ, 
потому что потомки формы А--1 производятъ и 
А-Е1 и А, а потомки формы А производятъ и А 
и А-1. Число особей, подобныхъ материнской 
форм$ А, равно я для каждой особи, и стало быть, 


. В ® 8 
будь только форма А, отношене — осталось бы 
7%. 


неизмннымЪъ. Но особи, не подобныя А, измЗнятъ, 
& именно увеличать это отношеше, ибо даже при 
прибавлен1и одного и того же количества въ чи- 


2 
слителю и знаменателю дроби ——, гдВ 2<и, мы 


увеличимъ эту дробь, а между тЁмъ на дВлЪ къ 
2 мы прибавимъ гораздо болЪе, чВмъ къ я, что 
не трудно провЗрить вычисленемъ. Итакъ, отно- 
шене измВнившихся къ неизмЗненнымъ будетъ 
постоянно возрастать и легко убЪдиться, что это 
возрастае продолжится неопредЗленно, потому 
что вс особи, измВнивияся въ второй, третьей 
и Т. д. степени, т. е. особи А 2 ит. д., имВютъ 
исключительно измЗнившихся потомковъ и ни ма- 
10 не увеличатъ знаменателя нашего отношеня, 
тогда какъ неизмЗнивиияся особи А будутъ не- 
прерывно увеличивать наше отношене, образуя 
кромЪ А также тавя формы, каковы А - 1. 
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Дельбефъ формулируетъ свой выводъ такъ: 
«Какъ бы ни быдла. могущественна причина, ото- 
жествленя и какъ бы ни была ничтожна причина 
уклоневя, посл дняя, наконецъ, одержитъ верхъ». 
Но Дельбефъ забылъ при этомъ’ вычислени дв 
вещи: 1) Что причина, называемая имъ схабою, по 
его же гипотезВ оказывается далеко не слабою, 
что будетъ сейчасъ выяснено подробнФе. 2) Что, 
по теори вЪроятностей, малыя уклонешя боле 
вЪроятны, чЗмъ крупныя. 

Парадоксальный выводъ Дельбефа былъ такъ 
искусно опровергнутъ Делажемъ, что я могу огра- 
ничиться цитировашемъ этого возражевя. | 

«Пусть напр. я —= 1000 и допустимъ, что каж- 
дая неизмЗненная особь А производитъ 1000 Аи 
лишь одну 4-1. Я готовъ на, уступку, говоритъ 
Делажъ, я допущу даже, что каждая особь А 
могла, бы произвееть 990 .4-+-10(А + 1); здЪсь Дель- 
бефъ очень великодушенъ. Но вовсе не великоду- 
шенъ, когда -утверждаеть, что каждая особь (А 
-1) произведетъ также я особей (А--Т) и 
особь (А +2). Въ природ мы видимъ, что инди- 
видуальныя уклонемя ‘далеко не представляютъ 
такой высокой степени наслх8дственностя. Ни одна 
индивидуальная черта не и такимъ об- 
разомъ. На 3, 4, `5 дВтей, 1 или 2, рВдко боле, 
наслВдуютъ ` ‘родимое пятно, даже форму носа, 
цвзтъ глазъ и волосъ и вообще вс индивиду- 
азьныя особенности отца. Если бы Дельбефъ быль 
правъ, то изъ 200 ‘семействъ, считая въ каждомъ 
по 5 дфтей, мы бы имЪли 199, въ которыхъ всЪ 
ДЪтТи унаслВдовали бы разныя индивидуальныя 
особенности отца! Это очевидное преувеличене, 
но и это еще ничего, потому что 4 + 1 еще не 
такъ содЗйствуютъ Дельбефу, какъ А +2, 4+3 
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и т. д. А между т®иъ, чЗиъ выше степень укло- 
нешя, тЪмъ ошибочи®е утверждать, что стремле- 
ве къ уклонешю останется неизм$ннымъ. Еже- 
дневный опытъ показываетъ намъ, что слабыя 
уклоненйя гораздо многочисленн®е значительныхъ. 
Быть можетъ, изъ 1000. цвЗтковъь мы найдемъ 
1 съ раздвоеннымъ лепесткомъ; но если ‘посЪять 
смена этого сбора, то вовсе не справедливо, 
что на 1000 цвЗтковъ отъ этого посЗва мы на- 
вЗрное найдемъ 1 цвЪтокъ съ 2 раздвоенными 
тепестками, а еще мензе справедливо, что есжи бы 
такой цвЪтокъ оказался, то его смена дадутъ въ 
числ 1000 цвЪтковъ 1 съ 3 двойными лепестками. 
Будь это справедливо, то создаше новыхъ видовъ 
бызо бы самой легкой игрою». 

Не стану цитировать дальн®йшей б1ологиче- 
ской аргументащи Делажа; но ограничусь замЪ- 
чанемъ, что опровергаемый имъ съ б1ологической 
точки зря «законъ Дельбефа» оказывается 
вполнЗ несостоятельнымъ и съ чисто математи- 
ческой точки зрзыя. Дельбефъ не принялъь 
во внимане того обстоятельства, что вЗроятность 
уклонешШя не остается постоянной при измнени 
его величины и что`чЁмъ крупнЪе уклонеше отъ 
обычнаго типа, т®мъ оно маловпроятнте, какъ 
напр. гораздо правдоподобифе, что ‘искусный 
стрЗлокъ промахнется на 1 сантим., нежели на, 
40 метровъ. 

Неудачныя соображен1я Лельбефа, конечно, 
‚еще не доказываютъ, чтобы мысль о примнения 
‘теори вЪроятностей. къ’ б1ологи была совсЪмъ 
 праздною. НЪкоторыя данныя б1олопи, напр. ростъ 
особей, ихъ вЪсъ, число потомковъ, подлежатъ 
такому же точному измЗреню и счету, какъ и 
любыя данныя физико-химическихъ наукъ, поэтому 
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уклонен1я наблюдаемыхъ величинъ отъ средней 
нормы представляютъ’ здесь часто матералъ, 
вполнф годный для математической обработки. 
СлЗдуетъ надВяться, что молодое поколдВнюе бю- 
логовъ, не увлекаясь -односторонними теорами 
псевдо-дарвинистовъ, но яомня широкую точку зт- 
я самозо Дарвина, не отнесется равнодушно къ 
возможности такихъ математическихъ вычисленй. 
Насколько они окажутся въ пользу «случайных 
уклоненй» и насколько. наоборотъ, укажутъ на 
постоянно дъйствуюиия причины, объ эгомъ рано 
еще судить, такъ какъ въ этомъ направлени еще 
ночти ничего не сдЪлано. 
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